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Введение 
 

С переходом к рыночной экономике субъекты хозяйственной 
деятельности должны самостоятельно принимать те или иные 
управленческие решения в постоянно меняющейся финансово-
экономической ситуации. Выбор принимаемых управленческих решений 
должен осуществляться на основе количественной оценки финансовых 
результатов деятельности субъекта хозяйствования, соответствующих 
принятому решению. Возможные количественные оценки этих результатов 
могут быть получены только на основе финансовых расчетов. 

В учебном пособии последовательно изложены современные методы 
финансовых вычислений. Оно состоит из пяти тематических разделов: 
"Теория процентов", "Финансовые потоки, ренты", "Финансовые операции 
в условиях неопределенности", "Портфельный анализ", "Облигации". 
Содержание учебного пособия соответствует учебной рабочей программе 
дисциплины "Финансовые вычисления" входящей в учебный план 
подготовки магистрантов по направлениям ""Финансы и кредит", 
"Экономика", "Менеджмент". При изучении данной дисциплины 
магистранты приобретают профессиональную компетенцию, которая 
определяет способность использовать точные математические и 
вероятностные методы для оценки доходности и рисков финансовых 
операций применительно к денежным потокам при депозитной, кредитной, 
инвестиционной деятельности и при операциях с ценными бумагами. 

В каждом разделе применение излагаемого теоретического 
материала демонстрируется на примерах решения конкретных задач. В 
конце каждого раздела приводится перечень контрольных вопросов и 
заданий для самостоятельного контроля уровня освоения изучаемого 
материала. 

Учебное пособие может использоваться бакалаврами при изучении 
дисциплины "Основы финансовых вычислений". 
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1. Теория процентов 
 

1.1. Доходность финансовой операции 
 

Под финансовой операцией понимают любые операции по 
вложению, размещению, инвестированию временно свободных денежных 
средств или их эквивалентов с целью получения дохода. 

Лицо, предоставляющее временно свободные средства, является 
кредитором. Лицо, совершающее финансовые операции с этими 
средствами и берущее на себя обязательство вернуть через определенное 
время t эти средства, увеличенные на оговоренную сумму дохода, 
называют заемщиком.  

Обозначим первоначальную сумму размещаемых кредитором 
средств через S0, а сумму, возвращаемую заемщиком после совершения 
финансовой операции, через ,0 tt SSS ∆+=  где tS∆  - величина дохода, 
полученного от использования первоначальной суммы в течение времени 
t.  

Доходность финансовой операции можно определить отношением: 

.
00

0
S
S

S
SS tt

t
∆

=
−

=µ                                             (1.1) 

Доходность финансовой операции оценивают в относительных 
величинах (1.1) или в процентах: 

%.100
0
×

∆
=

S
St

tµ  

Сумма денежных средств, получаемая кредитором в конце 
финансовой операции, будет равна ),1(0 tt SS µ+=  где tµ  - доходность в 
относительных единицах. 

При принятии решения о вложении временно свободных денежных 
средств кредитор учитывает время t, через которое он получит их с 
доходом tS∆ ; доходность tµ  финансовой операции, которую обещает 
заемщик; возможные риски, связанные с данной операцией. 

Естественно, кредитор будет рассматривать несколько вариантов 
финансовых операций, среди которых будет практически безрисковое 
размещение денежных средств на банковский депозит с гарантированной 
годовой доходностью t = 1 год. 

Обозначим годовую доходность по банковским депозитным вкладам 
буквой i. 

),1(; 01
0

1 iSS
S
Si +=

∆
=  

где 1S∆  и 1S  - величина дохода и общая сумма, получаемая кредитором 
после истечения одного года вклада. 
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Величину i называют годовой процентной ставкой – это сумма, 
выплачиваемая кредитору в конце периода начисления 1 год за каждую 
единичную сумму (например, 10 =S  тыс. руб.), занятую заемщиком в 
начале периода. 
 

1.2. Простые проценты 
 

Схема начисления простых процентов поясняется рис. 1.1. 
 

 
Рис. 1.1. Схема начисления простых процентов 

 
Пусть первоначальная сумма, внесенная на депозит, равна 0S  при 

годовой процентной ставке i. Тогда наращенная за год сумма будет равна:  
.)1( 100001 SSiSSiSS ∆+=+=+=  

Если депозитный договор заключен на n лет с фиксированной 
годовой процентной ставкой, при начислении дохода 01 iSS =∆  по схеме 
простых процентов, то в конце каждого года этот доход переводится на 
текущий счет, а сумма, размещенная на депозите, остается постоянной, 
равной 0S . 

На текущем счете банковская процентная ставка равна нулю .0=тi  
Доходы, перечисляемые на текущий счет, могут по усмотрению кредитора 
или оставаться на текущем счете, или изыматься, для своих нужд. 

Если депозитный договор заключен на n лет, то в конце срока вклада 
кредитор получит сумму: 

.3210 nn SSSSSS ∆++∆+∆+∆+= 2  
При постоянной годовой процентной ставке 

021 iSSSS n =∆==∆=∆ 2  конечная наращенная за n лет сумма будет 
равна: 

.);1( 00 niSSniSSn =∆+= S                                    (1.2) 
Если процентная ставка изменяется год от года, то: 

,

1)1(

1
0

1
03210

∑

∑

=
Σ

=

=∆









+=+++++=

n

k
k

n

k
knn

iΣΣ

iΣiiiiΣΣ 2

                  (1.3) 
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где ki  - годовая процентная ставка в k-м году. 

Если момент возврата ссуды является переменной величиной 
(например, депозитный вклад до востребования), то наращенная сумма в 
день выдачи ссуды определяется по формуле: 

,)(1 0
0 







 −
+=

г
t T

ttiSS                                                 (1.4) 

где 0t  - день вложения средств на депозит; 
t  - день возврата средств; 

0tt −  - срок действия депозитного договора в днях; 
365=гT  - количество дней в году. 

Если денежные средства в сумме 0S  по схеме простых процентов 
последовательно вкладываются на промежутки времени knnnn ..;;; 321  
дней с разными годовыми процентными ставками kiiii ..;;; 321 , то 
наращенная сумма ΣΣ  за весь период времени knnnn ++++ 31  будет 
равна: 

.
365
11

1
0 








+= ∑

=
Σ

K

k
kkinΣΣ                                      (1.5) 

Иногда депозитные договоры заключаются с m-кратным 
начислением процентов в году. При 4=m  проценты начисляются и могут 
быть выплачены ежеквартально, при 12=m  - ежемесячно. В этом случае 
наращенная сумма на первом сроке выплаты процентов будет равна: 

,,1 0101 m
iSS

m
iSS =∆





 +=  

где m - кратность начисления процентов в году; i – годовая процентная 
ставка. 

Тогда при сроке вклада 1 год проценты в размере 
m
iSS 01 =  будут 

начислены m раз, и наращенная сумма по истечении года будет равна: 

).1(000 iS
m
imSSSm +=+=  

Отсюда следует, что при размещении средств по схеме простых 
процентов увеличение кратности выплат не приводит к увеличению 
наращенной суммы. 

В соответствии с формулой (1.4) наращенная сумма в схеме простых 
процентов является линейной возрастающей функцией с увеличением 
срока вклада. 
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1.3. Сложные проценты 
 
Получение наращенной суммы nS  при начислении процентов по 

схеме сложных процентов поясняется рис. 1.2. 
 

 
 

Рис. 1.2. Наращение суммы вклада по схеме сложных процентов 
 
При наращении по схеме сложных процентов происходит 

реинвестирование, или капитализация полученных процентов. 
Предположим, денежные средства 0S  вкладываются в банк на депозитный 
договор с капитализацией начисляемых процентов по годовой процентной 
ставке i на n лет. 

По истечении первого года наращенная сумма будет равна: 
).1(01 iSS +=  

На втором году сумма депозитного вклада будет равна 1S , и 
наращенная сумма по истечении второго года будет равна: 

.)1()1( 2
012 iSiSS +=+=  

К концу n-го года действия депозитного договора наращенная сумма 
будет определяться формулой: 

.)1(0
n

n iSS +=                                               (1.6) 
Таким образом, последовательность наращенных сумм 

nSSSS ..;;; 210  является геометрической прогрессией с начальным членом 
0S  и знаменателем прогрессии ).1( iq +=  Коэффициент 

пропорциональности ni)1( +  между наращенной nS  и первоначальной 0S  
суммами называется коэффициентом наращения. При определении 
наращенной суммы в произвольный момент времени t необходимо 
пользоваться формулой: 

,)1(
0

0
гT
tt

t iSS
−

+=                                           (1.7) 
где 0t  - день вложения денежных средств на депозит; 

t  - день окончания депозитного договора; 
0tt −  - срок депозитного вклада в днях; 

гT  - количество дней в году. 
Суммарный доход Σ∆Σ , получаемый за весь срок депозитного 

вклада, в соответствии с формулами (1.6) и (1.7) может быть представлен в 
виде: 
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].1)1[(

],1)1[(
0

0

0

−+=∆

−+=∆
−

Σ

Σ

гT
tt

t

n
n

iΣΣ

iΣΣ
                                (1.8) 

Определим наращенную сумму при m-кратном начислении 
процентов в год. Если начисление сложных процентов происходит m раз в 
году, то наращенная сумма при первом начислении процентов будет равна: 

.101 





 +=

m
iSS  

При втором начислении процентов: 

.11
2

012 





 +=






 +=

m
iS

m
iSS  

По истечении одного года при m-том начислении процентов 
наращенная сумма будет равна: 

.10

m

m m
iSS 





 +=                                            (1.9) 

Если депозитный договор с m-кратным начислением процентов и их 
капитализацией заключается на n лет, наращенную сумму можно 
определить по формуле: 

.10

nm

n m
iSS

⋅







 +=                                        (1.10) 

Определим эффективную годовую процентную ставку эфi  при m-
кратном начислении процентов с их капитализацией из равенства 
получаемых за год наращенных сумм: 

).1(1 00 эф

m

m iS
m
iSS +=





 +=  

Отсюда для годовой эффективной процентной ставки получим: 

.11 −





 +=

m

эф m
ii                                          (1.11) 

Тогда формулу (1.10) для срока депозитного договора на n лет при 
m-кратном начислении процентов можно записать в виде: 

,)1(0
n

эфn iSS +=                                           (1.12) 
где эфi  определяется формулой (1.11). 

В соответствии с формулами (1.6), (1.7) и (1.12) наращенная сумма в 
схеме сложных процентов является показательной функцией. Сравнение 
наращенных сумм вычисляемых по схеме простых и сложных процентов 
(рис. 1.3), позволяет сделать следующие выводы: 
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1) при сроке вклада один год наращение по схеме простых и 
сложных процентов при одинаковых процентных ставках имеет 
одинаковый коэффициент наращения; 

2) при сроке вклада меньше одного года коэффициент наращения по 
схеме простых процентов больше, чем при схеме сложных процентов; 

3) при сроке вклада больше одного года коэффициент наращения по 
схеме сложных процентов больше, чем при схеме простых процентов; 

4) при наращении по схеме сложных процентов m-кратное 
начисление процентов приводит к увеличению коэффициента наращения; 

5) при наращении по схеме простых процентов m-кратное 
начисление процентов не влияет на коэффициент наращения. 

 

 
 

Рис. 1.3. Наращение по простой и сложной ставкам 
 

1.4. Дисконтирование и удержание процентов 
 
Дисконтирование и удержание процентов является, по сути, 

обратными операциями по отношению к начислению процентов. 
Различают математическое дисконтирование и банковский учет. 

Математическое дисконтирование позволяет узнать, какую 
исходную сумму 0S  нужно вложить, чтобы получить по истечении 
определенного времени, например, n лет наращенную сумму nS  при 
наращении по годовой процентной ставке i. 

1) В случае простых процентов из формулы (1.2) следует 

,
10 ni

SS n
+

=                                                (1.13) 

или из формулы (1.4) можно определить 

.)(1 0
0

г

t

T
tti

SS
−

+
=  

2) В случае сложных процентов из формулы (1.6) следует 
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,
)1(0 n

n

i
SS
+

=                                                (1.14) 

или из формулы (1.7) можно определить 

.

)1(
)(0 0

гT
tt

t

i

SS −

+

=  

При m-кратном начислении процентов математическое 
дисконтирование определяется формулой 

,
)1(0 n

эф

n

i
SS
+

=                                                (1.15) 

где эфi  определяется формулой (1.11). 
Величина 0S  называется приведенным значением величины .nS  При 

математическом дисконтировании годовые процентные ставки i 
называются ставками дисконтирования. 

Банковский учет – это покупка банком денежных обязательств 
(денежных эквивалентов) по цене, меньшей номинальной указанной в 
обязательствах суммы. 

Примером денежных обязательств может служить вексель - долговая 
расписка, содержащая обязательство выплатить определенную денежную 
сумму (номинал, указанный в векселе) в определенный срок. 

В случае покупки банком векселя говорят, что он учитывается 
банком по номинальной сумме 0S , а клиенту выплачивается сумма 

,0 nn ISS −=                                                (1.16) 
где nS  - цена покупки банком векселя за n лет до срока его погашения; 

0S  - номинальная сумма векселя; 
nI  - дисконт или доход банка. 
Формулу (1.16) можно записать в виде: 

.1
0

0 







−=

S
ISS n

n  

При n, равном одному году, отношение d
S
I

=
0

1  называют годовой 

учетной ставкой денежных обязательств, или банковской ставкой 
дисконтирования. 

Учет денежных обязательств может осуществляться банком по 
простой и сложной схеме дисконтирования. 

В случае простой схемы дисконтирования последовательность сумм, 
которые могут быть выплачены клиенту, при увеличении n образуют 
убывающую арифметическую прогрессию с общим членом 

),1(0 ndSSn −=                                                (1.17) 
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равным сумме, которую получит клиент от банка за n лет до погашения 
денежного обязательства. 

В случае сложной схемы последовательность сумм, которые могут 
быть выплачены при увеличении n, образуют геометрическую убывающую 
прогрессию со знаменателем 1)1( <−= ndq  и общим членом 

,)1(0
n

n dSS −=                                                (1.18) 
равным сумме, которую получит клиент от банка за n лет до срока 
погашения денежного обязательства. 

При сроке до погашения денежного обязательства, не кратном 
одному году, формулы дисконтирования по простой и сложной схеме 
можно записать в виде: 

,)1(

,1

0

0

гT
t

t

г
t

dSS

d
T
tSS

−=









−=

                                         (1.19) 

где t – количество дней до срока погашения денежного обязательства; 
Тг – количество дней в году. 

Расчеты, проведенные по формулам (1.19), позволяют сделать 
следующие выводы: 

1) Зависимость tS  от t при простой схеме дисконтирования является 
линейной спадающей функцией (рис. 1.4). При dTt г /≥  клиенту не имеет 
смысла закладывать денежные обязательства, так как  выплачиваемая ему 
банком сумма будет равна нулю. 

2) Зависимость tS  от t при сложной схеме банковского 
дисконтирования является показательной при основании показательной 
функции 1)1( <− d  (рис. 1.4). 

 

 
 

Рис. 1.4. Дисконтирование по простой и сложной ставкам 
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3) Сумма, выплачиваемая клиенту при сроке n = 1 год, до 
погашения денежного обязательства при его учете по простой и сложной 
схеме одинакова. 

4) При сроке учета t меньше одного года банку выгоднее учитывать 
денежное обязательство по сложной ставке дисконтирования, а при сроке 
учета больше года – по простой учетной ставке. 

 
1.5. Влияние инфляции на ставку процента 

 
Сначала рассмотрим суть явления инфляции на примере стоимости 

потребительской корзины, которая включает в себя N видов товаров 
(продовольственных и непродовольственных) и услуг. Количество единиц 
товаров im  каждого вида ( )1 Ni ÷=  необходимых на некоторый срок t, 
также утверждено в составе продовольственной корзины. Предположим, 
что в некоторый момент времени t0 цены за единицу каждого вида товара 
были равны .0iЦ  Тогда стоимость потребительской корзины можно 
определить по формуле: 

.
1

0∑
=

=
N

i
iiпк ЦmS

о
 

По истечении некоторого времени t - t0  цены на некоторые товары 
могут измениться как в сторону увеличения, так и в сторону уменьшения. 
Предположим, что в момент времени t цены имеют значение itЦ . 
Стоимость потребительской корзины в момент времени t определится 
аналогичной формулой: 

.
1
∑
=

=
N

i
itiпк ЦmS

t
 

Если 
tпкS  > 

опкS , говорят о явлении инфляции; если 
tпкS  < 

опкS , 
говорят о явлении дефляции. Как правило, по истечении некоторого 
интервала времени t - t0  (месяц, квартал, год) стоимость потребительской 
корзины увеличивается из-за увеличения цен на товары, т. е. наблюдается 
явление инфляции. Увеличение стоимости потребительской корзины 
можно записать в виде 

).1( tпкпкпкпк оtоt
SSSS α+=∆+=                            (1.20) 

Величину 
о

t

пк

пк
t S

S∆
=α  называют темпом или уровнем инфляции. 

Данные об уровне инфляции tα  за каждый календарный месяц прошедших 
лет можно найти в Интернете. 

Но явление инфляции можно рассматривать с другой точки зрения. 
Предположим, что в момент времени t0 имелась сумма денежных средств 

0S  руб., и эта сумма равна стоимости потребительской корзины 
опкS . 
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Через некоторое время t - t0  стоимость потребительской корзины 
увеличилась из-за инфляции, и за ту же сумму денежных средств 0S  руб. 
нельзя приобрести весь перечень товаров, входящих в потребительскую 
корзину, т. е. явление инфляции проявляется в снижении покупательной 
способности денежных средств - денежные средства 0S  руб. 
обесцениваются. Их реальная стоимость, определяющаяся покупательной 
способностью, уменьшается и может быть определена по формуле: 

.
1

0

t
t

SS
αα +

=                                        (1.21) 

В статистических данных приводятся значения уровня инфляции α за 
каждый календарный месяц года. Определим уровень инфляции за 
несколько периодов (месяцев). Пусть темпы инфляции за 
последовательные периоды времени равны nαααα ...;;; 321  (рис. 1.5). 
Первоначальная сумма денежных средств 0S  по прошествии первого 
периода времени t1  с уровнем инфляции 1α  будет иметь реальную 
стоимость: 

.
1 1

0
1 α+
=

SS  

 

 
 

Рис. 1.5. Определение уровня инфляции за несколько периодов 
 
После истечения двух периодов времени реальная стоимость 

первоначальной суммы денежных средств будет равна: 

.
)1)(1(1 21

0

2

1
1 ααα ++

=
+

=
SSS                                 (1.22) 

Для реальной стоимости денежных средств после истечения n 
периодов времени, по аналогии с формулой (1.22), можно записать: 

.
)1(

1

0

∏
=

+
= n

i
i

n
SS

α
                                           (1.23) 

Суммарный уровень инфляции за все n периодов должен давать 
такую же реальную стоимость денежных средств, как и формула (1.23): 
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.
)1(

1

1

00

∏
=

Σ +
=

+
= n

i
i

n
n

ΣΣΣ
α

α
 

Отсюда для суммарного уровня инфляции за n периодов получим: 

.1)1(
1

−+=∏
=

Σ

n

i
in αα                                      (1.24) 

Введем понятие среднего за период уровня инфляции. Если 
интервалы ti  равны, например, одному месяцу, а n = 12, то будем говорить 
о среднегодовом уровне инфляции срα . При таком подходе можно считать 
уровень инфляции во всех месяцах года постоянным, равным 
среднегодовому срi αα = . С учетом данного равенства формулу (1.23) 
можно записать в виде: 

.
)1()1(

0

1

0
n

ср
n

i
i

n
SSS
αα +

=
+

=

∏
=

 

Из этого равенства для среднегодового уровня инфляции получим 
формулу: 

.1)1(
1

−+= ∏
=

n
n

i
iср αα                                     (1.25) 

Оценим вначале влияние инфляции на годовую процентную ставку. 
При первоначальной сумме 0S  наращенная сумма αS  через один год с 
учетом инфляции может быть определена по формуле: 

,
)1(
)1(0

Σ+
+

=
αα

iΣΣ                                     (1.26) 

где Σα  - суммарный годовой уровень инфляции, определяемый по 
формуле (1.24) по данным о ежемесячном уровне инфляции iα .  

Формула (1.26) может быть преобразована к виду: 

).1(
1

1
)1(

1
000 αα α

α
α

αα
piSiSiSS +=








+
−

+=
+

−++
=

S

S

S

SS  

Из последнего равенства можно записать формулу для реально 
действующей в условиях инфляции годовой процентной ставки 
доходности αpi  

.
1 Σ

Σ

+
−

=
α
α

α
iip                                                (1.27) 

На рис. 1.6 приведены графики зависимости реальной годовой 
процентной ставки от суммарного годового уровня инфляции. Из 
приведенных графиков и формулы (1.27) видно, что реальная годовая 
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процентная ставка доходности αpi  будет положительной только тогда, 
когда уровень инфляции меньше годовой процентной ставки i<Σα . При 

,i>Σα  несмотря на вложение денежных средств с обещанной 
доходностью i %, фактически первоначальная вложенная сумма 0S  будет 
обесцениваться. 

 
 

Рис. 1.6. Зависимость реальной процентной ставки от уровня инфляции 
 

Часто возникает обратная задача – определить, под какую годовую 
процентную ставку i нужно разместить денежные средства, чтобы через 
год при заданном годовом уровне инфляции αΣ получить желаемое 
значение реально действующей, с учетом инфляции, процентной ставки ipα. 
При такой постановке в формуле (1.27) известными являются величины αΣ 
и ipα, а определить нужно i. 

В результате преобразований формулы (1.27) получим 
.)1( ΣΣ ++= αααpii  

1) Определим реально действующую процентную ставку с учетом 
инфляции при вложении денежных средств на депозитный договор сроком 
на n месяцев при ежемесячном начислении процентов по схеме простых 
процентов. 

При начислении простых процентов наращенную сумму nS  с учетом 
данных о ежемесячной инфляции nkk ÷=1,α  можно определить по 
формуле: 
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.
1
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12
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По аналогии с формулой (1.27) можно получить реальную, 
действующую с учетом инфляции, доходность выше оговоренной 
финансовой операции по вложению суммы 0S  на депозит 

,
1

12
n

n

n

in

Σ

Σ

+

−
=

α

α
µ α                                                (1.28) 

где nΣα  - суммарный уровень инфляции за n месяцев депозитного 
договора. 

Поставим обратную задачу. Определим, при какой годовой 
процентной ставке по депозитному договору доходность данной 
финансовой операции будет не меньше, чем µµ α =n . Из формулы (1.28) 
получим: 

].)1([12
nnn

i ΣΣ ++≥ ααµ                                (1.29) 

Из формулы (1.29) следует, что для получения реальной доходности 
%10=µ  при вложении денежных средств на депозитный договор на срок 

12 месяцев при суммарной годовой инфляции %8=Σα  годовая 
процентная ставка по депозиту должна быть не меньше 18,8 %. 

2) Определим реально действующую процентную ставку с учетом 
инфляции при вложении денежных средств 0S  на депозитный договор на n 
месяцев при ежемесячном начислении процентов по схеме сложных 
процентов. 

Наращенную сумму nS  с учетом данных о ежемесячной инфляции 
nkk ÷=1,α  можно определить по формуле: 

,
1

12
1

)1(

12
1

0

1

0

n

nср
n

k
k

n

n

i

S

i

SS
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
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










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где nсрα  - средний за период n месяцев уровень ежемесячной инфляции, 
определяемой по формуле (1.25). 

Определяя реальную доходность вложения денежных средств на 
депозит на n месяцев по схеме сложных процентов, можно записать: 
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Определим, при какой годовой процентной ставке по депозитному 
договору на n месяцев при ежемесячном начислении процентов 
доходность данной финансовой операции с учетом инфляции будет не 
меньше, чем µµ α =n .  Из формулы (1.30) получим: 

].1)1(1[12 −++≥ ncр
ni αµ                                (1.31) 

Определим значение i при %10=µ . При суммарной годовой 
инфляции %8=Σα  среднемесячный уровень инфляции будет равен 

%6473,0=срα . Тогда при вложении денежных средств на депозит на 12 
месяцев с ежемесячным начислением процентов по схеме сложных 
процентов годовая процентная ставка по депозиту должна быть не меньше 
17,5 %. 

 
1.6. Учет налогов при совершении финансовых операций 

 
Рассмотрим методику учета налогов при определении эффективной 

процентной ставки по банковским вкладам на депозит и при получении 
банковских кредитов. 

1) Учет налогов по депозитным договорам 
Проценты по вкладам в коммерческом банке не облагаются 

налогами, если они не превышают ставку рефинансирования Центрального 
банка России, увеличенную на 5 %. Обозначим это пороговое значение 

%50 += ЦБii . В противном случае при 0ii >  с суммы доходов по 
процентам, превышающим ставку 0i , взимается налог %35=нg . 

Рассчитаем эффективную процентную ставку для данного случая. 
Наращенную величину вклада по истечении года можно определить по 
формуле: 

).1(])1(1[)]()1[( 00000 эфннн iSiggiSiigiSS +=+−+=−−+=  
Отсюда для эффективной процентной ставки при наличии налоговых 

отчислений )( 0ii >  получим: 
.)1( 0iggii ннэф +−=                                         (1.32) 
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Пример. Вклад помещен в банк под 17 % годовых %17=i . Найти 
эффективную процентную ставку по вкладу при ставке рефинансирования 
Банка России %8=рефi . 

Решение. Определяем ставку отсечения 
%13%5%8%50 =+=+= рефii . 

По формуле (1.32) вычисляем эффективную процентную ставку при ставке 
налога %35=нg . 

.156,013,035,0)35,01(17,0 =⋅+−=нэфi  
Таким образом, реальная эффективная процентная ставка с учетом 

уплаченных налогов будет равна 15,6 %, т. е. на 1,4 % ниже объявленной 
банком процентной ставки по вкладу. 

 
2) Учет налогов по кредитным договорам 
Проценты за кредит исключаются из налогооблагаемой базы налога 

на прибыль организации, если они не превышают ставку отсечения 0i  по 
рублевым кредитам, 0j  - по валютным кредитам. 

Для рублевых кредитов 0i  превышает ставку рефинансирования рефi  
Банка России на несколько процентных пунктов. 

Определим эффективную процентную ставку по кредиту, если 
процентная ставка, указанная в кредитном договоре i, не превышает ставку 
отсечения 0ii < . В этом случае платежи в счет погашения кредита, 
выплачиваемые из чистой прибыли (после уплаты налога на прибыль), 
можно определить по формуле: 

,)1( DigiDiDgDi нэфнн =−=−⋅  
где D – сумма кредита. 

Отсюда для эффективной процентной ставки получим: 
).1( ннэф gii −=                                           (1.33) 

Величину )1( нg−  называют налоговым щитом. Она показывает 
финансовую выгоду компании при использовании заемного капитала. 

Если процентная ставка по кредиту i, указанная в кредитном 
договоре, превышает ставку отсечения 0ii > , то из платы процентов за 
кредит iD вычитается только величина Di0 . С учетом этого для 
эффективной процентной ставки получим: 

)].()1([][ 000 iiggiDgiiDDgiiD нннн −+−=−=−  
Приравнивая данное выражение значению нэфDi  для эффективной 

процентной ставки по кредиту, получим: 
).()1( 0iiggii нннэф −+−=                         (1.34) 
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При 0ii <  разность 0ii −  в формуле (1.34) должна быть взята равной 
нулю и формула (1.34) совпадает с формулой (1.33). 

Пример. Кредит взят под 20 % годовых. Найти эффективную 
кредитную процентную ставку, если ставка отсечения равна 

%,8,81,1%81,10 =⋅=⋅= рефii  а ставка налога на прибыль равна %20=нg . 
Решение. Так как 0ii > , то нэфi  рассчитываем по формуле (1.34): 

.1824,0)088,02,0(2,0)2,01(2,0 =−+−=нэфi  
Таким образом, реально выплаченная эффективная процентная 

ставка по кредиту равна 18,24 %, т. е. на 1,76 % меньше процентной 
ставки, указанной в кредитном договоре. 

 
1.7. Операции с валютой 

 
Возможность конвертации рублей в валюту и обратно валюты в 

рубли, а также возможность получения доходов от размещения на 
депозитах как рублевых, так и валютных вкладов увеличивают число 
возможных схем проведения данных финансовых операций. 

Предположим, что в наличии имеются временно свободные средства 
в российских рублях R, в долларах США $ и в евро €. Сравним доходы от 
размещения на депозите имеющихся денежных средств. 

Возможны следующие схемы получения дохода: 
• Без конвертации валюты 
1) R → R 
2) $ → $ 
3) € → € 
• С конвертацией валюты 
4) R → $ → $ → R 
5) R → € → € → R 
6) $ → R → R →$ 
7) € → R → R → € 
8) $ → € → € → $ 
9) € → $ → $ →€ 
Для сравнения доходности всех указанных схем финансовых 

операций введем следующие обозначения: 
PR – сумма депозитного вклада в рублях; 
P$ – сумма депозитного вклада в долларах США; 
P€ – сумма депозитного вклада в евро; 
SR; S$; S€ - наращенная за срок депозита сумма в рублях, долларах 

США и евро соответственно; 
K$R0; K$R1 – обменный курс долларов США в рубли в начале и в 

конце финансовой операции соответственно; 
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K€R0; K€R1 – обменный курс евро в рубли в начале и в конце 
финансовой операции соответственно; 

K$€0; K$€1 – обменный курс долларов США в евро в начале и в конце 
финансовой операции соответственно; 

n – срок депозита; 
i – годовая процентная ставка по депозиту в рублях; 
j$ - годовая процентная ставка по депозиту в долларах США; 
j€ - годовая процентная ставка по депозиту в евро. 
Получим формулы для оценки доходности финансовых операций для 

всех схем с конвертацией валюты. 
Для финансовых операций без конвертации валюты по схемам 1-3 

формулы для определения наращенных сумм и множителей наращения 
приведены в п. 1.2 и 1.3. 

При наличии временно свободных средств во всех трех валютах PR; 
P$ и P€ как средство снижения рисков потерь при изменении обменного 
курса валют рекомендуется их размещение на мультивалютном вкладе. 

Рассмотрим эту финансовую операцию на конкретном примере. 
Пример. В банке открыт мультивалютный вклад: 100 тыс. руб. под 

13 % годовых; 5 тыс. долл. США под 5 % годовых и 10 тыс. евро под 4 % 
годовых. Найти эффективную процентную ставку мультивалютного 
вклада, если курсы обмена валют в начале и в конце годового срока 
депозита равны 30 и 52; 40 и 62 руб. соответственно. 

Решение. Через год наращенные суммы будут равны: 
SR = PR(1 + i) = 100 тыс. руб. (1 + 0,13) = 113 тыс. руб. 
S$ = P$(1 + j$) = 5000 (1 + 0,05) = 5250 $. 
S€ = P€(1 + j€) = 10000 (1 + 0,04) = 10400 €. 

Конвертируя первоначальные и наращенные суммы по курсам 
обмена валют на начало и окончание срока депозита, получим: 

SR0 = 100000 + 5000 х 30 + 10000 х 40 = 650 тыс. руб. 
SR1 = 113000 + 5250 х 52 + 10400 х 62 = 1030,8 тыс. руб. 

Эффективная процентная ставка по мультивалютному вкладу с 
учетом изменения обменного курса валют определяется по формуле: 

.1);.1(
0

1
01 −=+=

R

R
эфэфRR S

SiiSS  

Откуда получим: 

.586,01
650

8,1030
≈−=эфi  

Если бы обменный курс валют не изменился, то наращенная сумма в 
рублях была бы равна: 

5,68640104003052501130001 =×+×+=′RS  тыс. руб., 
а эффективная процентная ставка составила бы: 
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.056,01
650

5,686
≈−=эфi  

Если обменный курс валют не меняется, то эффективная процентная 
ставка равна средневзвешенному значению: 

.056,0
650

401004,0
650

30505,0
650
10013,0

00

$$
$

0

=
×

+
×

+=

=++= ∈∈
∈

R

R

R

R

R

R
S
KPj

S
KP

j
S
Piiэф

 

Последние шесть схем предполагают конвертацию валюты как в 
начале, так и в конце финансовой операции. 

4. Для наращенной суммы по четвертой схеме получим: 
− по депозитному договору с начислением простых процентов: 

;)1( 1$$
0$

R
R

R
R Knj

K
PS +=                                  (1.35) 

− по депозитному договору с начислением сложных процентов: 

.)1( 1$$
0$

R
n

R

R
R Kj

K
PS +=                                  (1.36) 

Множители наращения в схеме простых и сложных процентов 
можно записать в виде: 

.)1();1( $
0$

1$
$

0$

1$ n

R

R
сл

R

R
пр j

K
K

Mnj
K
K

M +=+=                  (1.37) 

Из приведенных формул видно, что множитель наращения 
увеличивается с повышением годовой процентной ставки и с ростом 
обменного курса доллара к концу срока депозита. 

5. Для пятой схемы совершения финансовой операции: 
Наращенные суммы по схеме простых и сложных процентов 

определяются формулами: 

.)1(;)1( 1
0

1
0

R
n

R

R
RR

R

R
R Kj

K
PSKnj

K
PS ∈∈

∈
∈∈

∈
+=+=           (1.38) 

Множители наращения для простых и сложных процентов будут 
соответственно равны: 

.)1();1(
0

1

0

1 n

R

R
сл

R

R
пр j

K
KMnj

K
KM ∈

∈

∈
∈

∈

∈ +=+=                  (1.39) 

Из формул (1.39) видно, что (как и в схеме 4) множитель наращения 
увеличивается с повышением процентной ставки и с ростом обменного 
курса евро к концу срока депозитного договора. 

6. Для шестой схемы финансовой операции: 
Наращенные суммы в долларах США при начислении простых и 

сложных процентов соответственно будут равны: 
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.
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=                 (1.40) 

Для множителей наращения при начислении простых и сложных 
процентов получим формулы: 

.)1();1(
1$

0$

1$

0$ n

R

R
сл

R

R
пр i

K
K

Mni
K
K

M +=+=                    (1.41) 

7. Для седьмой схемы финансовой операции: 
Наращенные суммы в евро при начислении простых и сложных 

процентов определяются формулами: 

.)1(;)1(

1

0

1

0
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R

R

R
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=                 (1.42) 

Множители наращения при начислении простых и сложных 
процентов будут равны: 

.)1();1(
1

0

1
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∈
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∈                    (1.43) 

Из формул (1.41) и (1.43) видно, что множители наращения в шестой 
и седьмой финансовых схемах увеличиваются с повышением процентной 
ставки по депозиту и с уменьшением обменного курса евро к рублю к 
окончанию срока депозита. 

8. Для финансовой операции, реализуемой по восьмой схеме: 
Наращенные суммы в долларах США при начислении простых и 

сложных процентов можно определить по формулам: 

,)1(;)1( 1$
0$

$
$1$

0$

$
$ ∈∈

∈
∈∈

∈
+=+= Kj

K
P

SKnj
K

P
S n                 (1.44) 

где ∈$K  - обменный курс долларов США в евро может быть рассчитан по 

формуле 
R

R

K
K

K
∈

∈ = $
$ . 

Множители наращения для данной финансовой операции 
определяются формулами: 

.)1();1(
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0$

1$
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слпр j

K
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Mnj
K
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M ∈
∈

∈
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∈ +=+=                    (1.45) 

Множители наращения финансовой операции по восьмой схеме 
увеличиваются при повышении процентной ставки и увеличении 
обменного курса 1$∈K  к концу срока депозита. 

9. Для финансовой операции, реализуемой по девятой схеме: 
Наращенные суммы в евро при начислении простых и сложных 

процентов определяются формулам: 
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где $∈K  - обменный курс покупки доллар США за евро, который может 

быть рассчитан по формуле 
R

R
K
KK

$
$

∈
∈ = . 

Множители наращения в девятой схеме финансовой операции 
определяются формулами: 
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∈
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∈                    (1.47) 

Как следует из формул (1.47), множители наращения увеличиваются 
при повышении процентных ставок и снижении обменного курса евро в 
долларах США к окончанию срока депозитного договора. 

Во всех схемах с конвертацией валюты наращенная сумма будет 
превышать первоначально вложенную сумму при M > 1. Из формул (1.47) 
следует, что множители ослабления будут больше единицы при 
соблюдении неравенств: 
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Аналогичные соотношения можно получить из формул (1.37), (1.39), 
(1.41), (1.43) и (1.45). 
 

Контрольные вопросы и задания 
 

1. Записать формулу для наращенной суммы при сроке депозита t 
дней с начислением процентов по схеме: 

а) простых процентов;  
б) сложных процентов. 
2. Записать формулу для наращенной суммы при размещении 

средств S0, последовательно вкладываемых на сроки n1; n2; ...; nk с 
годовыми процентными ставками i1; i2; ..; ik для случаев: 

а) начисления простых процентов; 
б) начисления сложных процентов. 
3. На каком депозите будет более выгодным размещение средств при 

начислении простых процентов или при начислении сложных процентов 
при сроке депозита: 

а) менее одного года; 
б) более одного года. 
4. Вычислить значение эффективной процентной ставки по депозиту 

при ежеквартальном начислении сложных процентов при годовой 
процентной ставке i = 12 %. 
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5. Какой вклад средств на депозит при начислении простых 
процентов более выгоден: 

а) при однократном в год начислении процентов; 
б) при ежеквартальном начислении процентов. 
6. Пояснить понятия "математическое дисконтирование" и 

"банковский учет". 
7. Привести формулы математического дисконтирования при 

размещении средств на срок t дней по схеме: 
а) простых процентов;  
б) сложных процентов. 
8. Привести формулу математического дисконтирования при 

размещении средств по схеме сложных процентов на n лет с m-кратным 
начислением процентов. 

9. Привести формулы дисконтирования при банковском учете 
векселей по схеме: 

а) простых процентов;  
б) сложных процентов. 
10. Вексель стоимостью 100 тыс. руб. учитывается банком за 2 года 

до погашения по учетной ставке d = 10 %. Определить сумму средств, 
полученную векселедержателем, и дисконт банка при учете векселя: 

а) по простой схеме дисконтирования; 
б) по сложной схеме дисконтирования. 
11. Записать формулу для реальной стоимости денежных средств в 

сумме S0 по истечении одного года, если известны ежеквартальные темпы 
инфляции α1; α2; α3; α4. 

12. Определить реально действующую с учетом инфляции ставку по 
депозиту, если годовая процентная ставка по депозиту i = 11 %, а годовой 
темп инфляции равен αΣ = 8 %. 

13. Определить, под какую годовую процентную ставку должен быть 
заключен депозитный договор, чтобы при годовой инфляции α = 8 % 
реально действующая с учетом инфляции процентная ставка составила не 
менее 5 %. 

14. Определить реальную стоимость средств S0 = 50 тыс. руб., 
размещенных в банке на полгода по схеме простых процентов с годовой 
процентной ставкой i = 12 % при ежемесячном темпе инфляции                        
αср = 0,7 %. 

15. Определить реальную стоимость средств S0 = 40 тыс. руб., 
размещенных в банке на полтора года по схеме сложных процентов с 
годовой процентной ставкой i = 12 % при ежемесячном темпе инфляции             
α = 0,8 %. 

16. Вклад помещен в банк под 18 % годовых. Найти эффективную 
процентную ставку по вкладу с учетом уплаты налога по ставке gн  = 35 % 
при ставке рефинансирования ЦБ России  iреф  = 9 %. 
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17. В банке взят кредит под 19 % годовых. Найти эффективную 
процентную ставку по кредиту с учетом льготного налогообложения 
прибыли в части уплаты процентов по кредиту при ставке налога gн = 20 % 
и ставке рефинансирования ЦБ России iреф  = 8 %. 

18. Сумма 150 тыс. руб. положена в банк на валютный депозит в 
евро под j€ = 6 % годовых на полгода при начислении сложных процентов. 
Определить сумму, полученную в рублях, по окончании срока депозита, 
если обменный курс евро/руб. на момент заключения и окончания 
депозитного договора составил К0 = 75 руб., Кt = 80 руб. 

19. Сумма 5 тыс. долларов США положена в банк на рублевый 
депозит под i = 10 % годовых с ежеквартальным начислением сложных 
процентов. Определить сумму, полученную в долларах США по 
окончании срока депозита, если обменный курс $ - R на момент 
заключения и окончания депозитного договора составил К0 = 70 руб.,              
Кt = 65 руб. 

20. В банке открыт мультивалютный вклад сроком на 1 год на суммы 
100 тыс. руб. под 10,5 % годовых; 2000 долл. США под 5 % годовых;               
5000 евро под 4 % годовых. Найти эффективную процентную ставку 
мультивалютного вклада, если курсы обмена валют в начале и в конце 
срока депозита были соответственно равны К$R= (70 - 62), К€R = (85 - 75). 
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2. Финансовые потоки, ренты 
 

2.1. Основные понятия финансовых потоков 
 
Финансовые потоки имеют широкое распространение на практике. 

Примерами финансовых потоков являются выплаты заработной платы, 
налоговые отчисления компании, коммунальные платежи, выплаты в 
погашение кредита, выплаты процентных доходов по депозитным 
договорам, ценным бумагам и т. п. 

Графическое представление финансового потока приведено на рис. 
2.1. 

 

 
Рис. 2.1. Графическое представление финансового потока 

 
Платеж Р, произведенный в некоторый момент времени t, называют 

финансовым событием, т. е. финансовое событие – это упорядоченная 
пара значений (Р, t), определяющих размер платежа Р и дату (время) 
платежа t. 

Положительные платежи (со знаком плюс) означают поступление 
средств, отрицательные (со знаком минус) означают выплаты денежных 
средств. 

Финансовые потоки могут быть как конечной последовательностью 
финансовых событий, так и бесконечной, они обозначаются символами CF 
(cash flow). Конечный финансовый поток, состоящий из (n + 1) 
финансовых событий, записывается в виде: 

)}.,(;);,();,();,{( 221100 nn tPtPtPtPСF 2=  
В общем случае платежи )0( niPi ÷=  могут быть различными по 

величине, интервалы времени между соседними платежами 
)1(1 nitt ii ÷=− −  и доходность iµ  финансовых операций на этих 

интервалах также могут принимать различные значения. 
Как было показано в разделе 1, деньги должны работать и приносить 

доход. Денежные средства сегодня в размере 0P  через время 1t  с учетом 
возможного дохода могут иметь стоимость ).1( 10 µ+= PPt  Поэтому 
непосредственно суммировать размеры платежей ..,210 +++ PPP  
совершаемых в разное время, некорректно. Для того чтобы вычислить 
величину потока в какой-то момент времени nk ttt <<0 , необходимо 
пересчитать все платежи от 0P  до 1−kP  с учетом их наращенной стоимости, 
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а все платежи nnkk PPPP ;;; 121 −++ 2  дисконтировать к моменту времени kt . 
Сумма всех платежей финансового потока, приведенных к некоторому 
моменту времени ,kt  называется текущим или приведенным значением 
потока и обозначается .

ktPV  При начислении дохода по сложной 
процентной ставке i% годовых для 

ktPV  можно записать: 

,
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где 0ttk −  - количество календарных дней с момента t0 до tk; 
Т – количество дней в году; 
i – годовая процентная ставка доходности. 

Текущее значение потока в момент времени t0 называется 
современной величиной потока и обозначается просто PV  без индекса: 

.
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Для момента tn текущее значение потока называют конечным 
(накопленным) значением потока и обозначают .FV  

.)1()1(

)1()1()1(

0
1

10

1

10

∑
=

−−

−

−−−

+=+++

+++++++=
− n

k

T
tt

kn
T
tt

n

T
tt

k
T

tt
T

tt

knnn

knnn

iPPiP

iPiPiPFV




              (2.3) 

Среди финансовых потоков важное место занимают потоки платежей 
через равные промежутки времени. Эти потоки называют финансовой 
рентой или просто рентой. Промежуток времени между двумя соседними 
платежами называется периодом ренты. Если в финансовой ренте, 
состоящей из n платежей, первый платеж совершается в момент времени t0, 
а n-й платеж - в момент времени tn – 1 (рис. 2.3), то такую ренту называют 
авансовой, или пренумерандо. Если первый платеж совершается в момент 
времени t1, а последний - в момент времени tn (рис. 2.2), то такая рента 
называется обыкновенной, подрасчетной, или постнумерандо. 
Промежуток времени между началом первого периода t0 и окончанием 
последнего периода tn называется сроком ренты. Если все платежи равны 
между собой ,4321 PPPP ==== 2  то такую ренту называют постоянной. 

Ренты описываются следующими параметрами: размером 
отдельного платежа, периодом и сроком ренты, процентной ставкой i, 
числом платежей в году r (r – срочные ренты), а также методом 

https://t.me/freebusta_links


29 
 
начисления процентов – простые и сложные, частотой m начисления 
процентов в году (m – кратные ренты). 

В случае, когда период ренты равен одному году, такую ренту 
называют годовой, или аннуитетом (annuity). В русскоязычной финансовой 
литературе аннуитетом называют постоянную ренту с произвольным 
периодом. 

 
2.2. Коэффициенты приведения и наращения рент 

 
2.2.1. Рента постнумерандо 
Финансовый поток постоянной ренты постнумерандо можно 

записать в виде: 
)},,(;);2,();1,();0,0{( nRRRСF 2=  

где R – размер платежей. 
Графическое представление постоянной годовой ренты 

постнумерандо приведено на рис. 2.2. 
 

 
Рис. 2.2. Конечная годовая постоянная рента постнумерандо 

 
Найдем современную стоимость ренты APV =  постнумерандо. В 

соответствии с формулой (2.2) получим: 

.
)1()1(1 2 ni

R
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R
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++
+

+
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= 2                                 (2.4) 

В правой части равенства (2.4) имеем сумму членов убывающей 

геометрической прогрессии со знаменателем 
i

q
+

=
1

1  и первым членом 

.
11 i

Ra
+

=  Сумма n-членов геометрической прогрессии определяется 

формулой: 

.
1

)1(1
q
qaS

n

n −
−

=                                      (2.5) 

С учетом значений а1 и q для современной стоимости ренты 
постнумерандо получим: 

.)1(1
i

iRA
n−+−

=                                      (2.6) 

Множитель при R называют коэффициентом приведения ренты и 
обозначают ina / : 
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.)1(1
/ i

ia
n

in

−+−
=                                     (2.7) 

Наращенная конечная сумма ренты обозначается FVS =  и 
определяется суммой (2.3): 

.)1()1( 21 RiRiRS nn +++++= −− 2  
Данная сумма является суммой n-членов возрастающей 

геометрической прогрессии со знаменателем )1( iq +=  и первым членом R. 
В соответствии с формулой (2.5) получим: 

.1)1(
i
iRS

n −+
=                                      (2.8) 

Множитель при R называют коэффициентом наращения и 
обозначают ins / : 

.1)1(
/ i

is
n

in
−+

=                                     (2.9) 

Из сравнения формул (2.7) и (2.9) следует: 
.)1(//

n
inin ias +=                                     (2.10) 

Коэффициенты приведения ina /  и наращения ins /  зависят только от 
процентной ставки i и срока ренты n. 

Из формулы (2.10) можно записать соотношение между конечной S и 
современной А стоимостью ренты постнумерандо: 

.)1( niAS +=                                      (2.11) 
2.2.2. Рента пренумерандо 
Финансовый поток годовой постоянной ренты пренумерандо можно 

записать в виде: 
)}.,0();1,(;);2,();1,();0,{( nnRRRRСF −= 2  

Графическое представление ренты пренумерандо приведено на рис. 
2.3. 

 

 
Рис. 2.3. Конечная годовая постоянная рента пренумерандо 

 
Найдем современную стоимость ренты пренумерандо *APV = . В 

соответствии с формулой (2.2) получим: 

.
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Современная стоимость ренты пренумерандо определяется как 
сумма n-членов убывающей геометрической прогрессии со знаменателем 
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1)1( −+= iq  и первым членом .1 Ra =  С учетом значений qa ;1 формулы 
(2.5) для современной стоимости ренты пренумерандо получим: 

).1()1(1* i
i

iRA
n

+
+−

=
−

                                     (2.12) 

Коэффициент приведения ренты пренумерандо определяется по 
формуле: 

).1()1(1* / i
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n

in +
+−

=
−

                                    (2.13) 

Наращенная сумма ренты пренумерандо в соответствии с формулой 
(2.3) определяется суммой: 

).1()1()1()1()1(* 211 iRiRiRiRiRS knnn +++++++++++= +−− 22  
В правой части данного равенства имеем сумму n-членов 

возрастающей геометрической прогрессии со знаменателем )1( iq +=  и 
первым членом )1(1 iRa += . С учетом формулы (2.5) для конечной, 
наращенной суммы ренты пренумерандо получим: 

).1(1)1(* i
i

iRS
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=                                      (2.14) 

Множитель при R является коэффициентом наращения ренты 
пренумерандо: 
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=                                     (2.15) 

Из формул (2.13) и (2.15) видно, что соотношение между 
коэффициентами наращения ins /*  и приведения inа /*  определяется 
формулой, аналогичной формуле (2.10): 

.)1(** //
n

inin ias +=                                     (2.16) 
Аналогичной формулой определяется соотношение между конечной 

наращенной *S  и современной стоимостью *А  ренты пренумерандо  
.)1(** niAS +=                                          (2.17) 

Из сравнения формул (2.6) и (2.12) можно выявить связь между 
современными стоимостями рент пренумерандо и постнумерандо: 

).1(* iAА +=                                          (2.18) 
Из сравнения формул (2.8) и (2.14) следует аналогичная формула для 

соотношения конечных наращенных стоимостей рассматриваемых рент:  
).1(* iSS +=                                          (2.19) 

Аналогичные соотношения можно получить для коэффициентов 
наращения и приведения рент постнумерандо и пренумерандо: 
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                                    (2.20) 
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2.3. Срочные ренты 
 
Срочной называется рента, когда рентный платеж R производится не 

единовременно, один раз в год, а разбит на r одинаковых платежей, 
совершаемых r раз в год через равные промежутки времени.  

Финансовый поток r-срочной ренты постнумерандо можно записать 
в виде: 
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Графическое представление r-срочной ренты постнумерандо при             
r = 4 приведено на рис. 2.4: 

 

 
Рис. 2.4. r-срочная рента постнумерандо 

 
Найдем современную стоимость r-срочной ренты постнумерандо, 

когда дисконтирование платежей осуществляется по схеме сложных 
процентов, т. е. множитель дисконтирования за один период 1/r будет 
равен (1 + i)-1/r. С учетом данного множителя дисконтирования и формулы 
(2.3) для современной стоимости r-срочной ренты постнумерандо получим 
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Ra −+=  С учетом формулы (2.5) для современной 

стоимости r-срочной ренты постнумерандо получим 
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Коэффициент приведения определяется множителем при R 
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Конечная, наращенная стоимость r-срочной ренты в соответствии с 
формулой (2.4) определится суммой 

.)1()1()1(
1

/2/1
)(

r
nr

rr
r i

r
Ri

r
Ri

r
R

r
RS

−

+++++++= 2  

https://t.me/freebusta_links


33 
 

Данная сумма записана в обратном порядке, т. е. первым слагаемым 
является последний платеж, вторым слагаемым – предпоследний платеж, а 
последнее слагаемое определяется первым платежом с учетом его 
множителя наращения за nr-1 периодов. В правой части данного равенства 
имеем сумму nr-членов возрастающей геометрической прогрессии со 

знаменателем riq /1)1( +=  и первым членом 
r
Ra =1  с учетом формулы 

(2.5) для конечной, наращенной стоимости r-срочной ренты получим 

.
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r ir
iRS                                            (2.23) 

Коэффициент наращения r-срочной ренты постнумерандо 
определяется формулой 
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Из сравнения формул (2.21) с (2.23) и (2.22) с (2.24) видно, что для 
современной и конечной стоимостей, а также коэффициентов приведения 
и наращения r-срочной ренты постнумерандо справедливы формулы: 

.)1(

)1(
)(

/
)(

/

)()(

nr
in

r
in

n
rr

ias

iAS

+=

+=
                                      (2.25) 

Получим формулы для расчета современной и конечной стоимостей 
r-срочной ренты пренумерандо. Финансовый поток для данной ренты 
можно записать в виде 
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Современная стоимость r-срочной ренты пренумерандо с учетом 
формулы (2.3) может быть записана в виде суммы 
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В правой части равенства имеем сумму nr-членов убывающей 
геометрической прогрессии со знаменателем riq /1)1( −+  и первым членом 

r
Ra =1 , которая с учетом формулы (2.5) может быть записана в виде 
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Коэффициент приведения r-срочной ренты пренумерандо, 
являющийся множителем при R, определяется формулой 
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Конечная стоимость r-срочной ренты пренумерандо с учетом 
формулы (2.4) может быть записана в виде 
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В данной формуле первое слагаемое определяет значение платежа 

r
R , совершаемое в момент времени 

r
nr 1− , пересчитанное к окончанию 

срока ренты, а последнее слагаемое определяет значение платежа 
r
R , 

пересчитанное за nr периодов к окончанию срока ренты. Правая часть 
данного равенства является возрастающей геометрической прогрессией со 

знаменателем riq /1)1( + , первым членом ri
r
Ra /1

1 )1( += , и ее сумма 

определяется формулой 
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Коэффициент наращения r-срочной ренты пренумерандо будет равен 
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Взаимосвязь между современной и конечной стоимостями, а также 
между коэффициентами наращения и приведения r-срочной ренты 
пренумерандо определяется аналогично формуле (2.25): 
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+=
                                  (2.30) 

При сравнении стоимостных показателей r-срочных рент 
постнумерандо и пренумерандо получим формулы 

.)1(;)1(

)1(;)1(
/1)(

/
)(*

/
/1)(

/
)(*
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)(

*
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/1
)(

*
)(
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in

r
in

rr
in

r
in

r
rr

r
rr

iaaiss

iAAiSS

+=+=

+=+=
                   (2.31) 

 
2.4. Расчет r-срочной ренты при погашении кредита 

 
Рассмотрим применение формул для определения стоимости r-

срочной ренты при расчете графика аннуитета в погашении задолженности 
по кредиту. Расчет будем проводить для следующих условий. В банке взят 
кредит на сумму D рублей под годовую процентную ставку i сроком на n 
лет. Погашение кредита осуществляется r раз в год равными платежами 
размером Rr рублей.  

В сумму платежа входят платеж в погашение тела кредита iDD  и 
проценты за пользование кредитом iП . Сумма кредита D выплачивается 
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ссудозаемщику единовременно в день подписания кредитного договора. 
Поток платежей в погашение кредита является r-срочной рентой 
постнумерандо. 

Так как сумма кредита D выплачивается в момент времени t0, то эта 
сумма, по сути, равна современной стоимости r-срочной ренты, 
выплачиваемой в погашение кредита 

,
]1)1[(

)1(1
/1)( −+
+−

==
−

r

n

rr i
iRAD                            (2.32) 

где 
r
RRr =  - размер разового платежа. 

.
)1(1

]1)1[( /1

n

r

r i
iDR −+−

−+
=                            (2.33) 

В соответствии с формулой (1.8) определим сумму процентов П1, 
выплачиваемых банку за пользование кредитом в сумме D рублей за время 
1/r лет до первого платежа 

].1)1[( /1
1 −+= riDП                                     (2.34) 

Сумма 1DD , выплачиваемая в погашение тела кредита, будет равна 

.
])1(1[

)1](1)1[( /1

11 n

nr

r i
iiDПRD −

−

+−
+−+

=−=D                            (2.35) 

Тогда сумма задолженности по кредиту после первого платежа 
составит 

.
)1(1

)1](1)1[(1
/1

11








+−
+−+

−=∆−= −

−

n

nr

i
ii∆∆∆∆                 (2.36) 

Сумма процентов П2, выплачиваемых за пользование кредитом при 
втором платеже, будет равна 

].1)1[( /1
12 −+= riDП                                     (2.37) 

Сумма 2DD , выплачиваемая в погашение тела кредита при втором 
платеже, определится разностью 

,22 ПRD r −=D  
а задолженность по кредиту после второго платежа определится формулой 

.2)()( 2121212 ППRDПRПRDDDD rrr ++−=−−−−=D−=       (2.38) 
Сумма процентов Пk, выплачиваемых за пользование кредитом при 

k-м платеже, и задолженность по кредиту после k-го платежа Dk 
определяются формулами 
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.

]1)1[(

1

/1
1

∑
=

−

+−=

−=∆
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k

j
jrk

krk

r
kk

ПkR∆∆

ПR∆
i∆П

                            (2.39) 

Общее число платежей в погашение кредита равно nr. Размер 
последнего платежа Rnr должен полностью погасить задолженность по 
кредиту и проценты за пользование кредитом.  

Задолженность по телу кредита перед последним платежом будет 
равна 

.)1(
1

1
1 ∑

−

=
− +−−=

nr

j
jrnr ПRnrDD                         (2.40) 

Проценты по кредиту Пnr и размер последнего платежа определяются 
формулами 

.
]1)1[(

1

/1
1

nrnrnr

r
nrnr

ПDR
iDП

+=
−+=

−

−                         (2.41) 

В результате проведенных расчетов общая сумма уплаченных 
процентов за пользование кредитом будет равна 

∑
=

Σ =
nr

j
jПП

1
, 

и должны соблюдаться следующие равенства 

.)1(
11

nrr

nr

j
j

nr

j
j RRnrПDПD +−=+D=+ ∑∑

==
Σ             (2.42) 

Проведем расчет графика платежей в погашение кредита на 
конкретном примере. 

Пример 2.1. В коммерческом банке взят потребительский кредит на 
сумму 100 тыс. руб. сроком на один год (n = 1) под 20 % годовых (i = 0,2). 
Погашение кредита осуществляется четырьмя (r = 4) ежеквартальными 
платежами. Рассчитать график платежей в погашение кредита. 

Решение. По формуле (2.33) определяем размер разового 
квартального платежа 

09,27981

2,1
11

]1)2,01[(10
4/1

5 =
−

−+
=rR  руб. 

По формулам (2.34), (2.35) и (2.36) рассчитываем суммы 
выплачиваемые в погашение процентов по кредиту П1, тела кредита 1DD  и 
задолженность по кредиту после первого платежа 
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руб.43,7668257,23317100000
руб.57,2331752,466309,27981

руб.52,46630466352,010]1)2,01[(10

1

1

54/15
1

=−=
=−=∆

=×=−+=

∆
∆

П
 

По формулам (2.39) рассчитываем аналогичные параметры графика 
платежей при k = 2 и 3. 

руб.44,5227799,2440443,76682
руб.99,2440410,357609,27981
руб.10,35760466352,043,76682

2

2

2

=−=
=−=∆
=×=

∆
∆

П
 

 

руб.32,2673412,2554344,52277
руб.12,2554397,243709,27981
руб.97,24370466352,044,52277

3

3

3

=−=
=−=∆
=×=

∆
∆

П
 

Для последнего четвертого платежа параметры графика платежей по 
кредиту рассчитываем по формулам (2.40): 

руб.09,2798176,124632,26734
руб.76,12460466352,032,26734

4

4

=+=
=×=

R
П

 

Результаты расчета графика платежей сведены в табл. 2.1. 
Приведенные выше формулы и расчеты справедливы, когда банк 

рассчитывает доходность по кредиту по схеме сложных процентов. 
 

Таблица 2.1 
 

№ 
платежа 

Размер 
платежа, руб. 

Погашение 
кредита, руб. 

Проценты за 
кредит, руб. 

Текущая задолженность 
по кредиту, руб. 

1 27981,09 
                   28200 

23317,57 
                 23200 

4663,52 
                5000 

76682,43 
                                76800 

2 27981,09 
                   28200 

24404,99 
                 24360 

3576,10 
                 3840 

52277,44 
                                52440 

3 27981,09 
                   28200 

25543,12 
                 25580 

2437,97 
                  2620 

26734,32 
                                26860 

4 27981,09 
                   28200 

26734,32 
                 26860 

1246,76 
                 1340 

0 
                                        0 

Итого  111924,36 
                 112800 

100000 
              100000 

11924,36 
                12800 

0 
                                        0 

 
Пример 2.1а. Для сравнения приведем результаты расчетов графика 

платежей, когда процентные доходы по кредиту банк рассчитывает не по 
формуле (2.34), а по процентной ставке ir, пересчитанной к временному 
интервалу между платежами 

,
r
iir =                                                  (2.43) 

где i – годовая процентная ставка; 
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r – количество платежей в году. 
В этом случае для расчета размера разовых платежей нужно 

использовать формулу (2.6): 

.
)(1-1 rn

r

r
r i

iDR
+

=                              (2.44) 

Проведем расчет графика платежей по кредиту при ставке 
доходности, определяемой формулой (2.43), для условий кредитования, 
указанных в рассматриваемом примере. 

Определим размер разовых платежей 

руб.28200
0,05)(1-1

0,0510 4-
5 ≈

+
=rR  

Определяем сумму процентов П1, уплачиваемых за пользование 
кредитом, и сумму 1DD , выплачиваемую в погашение тела кредита при 
первом платеже 

руб.23200500028020
руб.500005,010

1

5
1

=−=∆
=⋅==

∆
∆iП r  

Сумма задолженности по кредиту после первого платежа будет равна 
руб.76800232001000001 =−=D  

Рассчитываем суммы Пк, ∆Dk и Dk на втором k = 2 и третьем k = 3 
платеже 

руб.524402436076650
руб.24360384028020

руб.384005,076800

2

2

12

=−=
=−=∆

=×==

∆
∆

i∆П r

 

 

руб.268602558052440
руб.25580262028020

руб.262005,052440

3

3

3

=−=
=−=∆

=×=

∆
∆

П
 

При четвертом платеж процентные доходы банка составят 
руб.,134005,02686034 =×== riDП  

а размер четвертого платежа будет равен 
руб.28200134026860434 =+=+= ПDR  

Результаты расчетов приведены в табл. 2.1 (под диагональной 
чертой). Из сравнения результатов расчета видно, что для банка выгоднее, 
когда процентные доходы банка начисляются по ставке, определяющейся 
формулой (2.43). Банковская методика расчета графика платежей по 
кредиту совпадает с методикой, приведенной в примере 2.1. 
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2.5. Валютные кредиты 
 
Рассмотрим возможные схемы валютных операций при 

кредитовании и погашении кредитов. Первая схема, имеющая печальные 
последствия на рубеже 2014-2015 годов, характерна для ипотечного 
кредитования. 

I. Потенциальному ссудозаемщику необходима некоторая сумма в 
рублях DR. Для получения ссудозаемщик решил взять кредит в 
иностранной валюте под годовую процентную ставку jB на сумму 

,/ BRОRВ KDD =  где BRОK  - обменный курс валюты в рубли на момент 
заключения кредитного договора. Погашение кредита осуществляется 
постоянными платежами r раз в год в валюте кредита RB. Ссудозаемщик 
имеет только рублевые доходы, и погашение валютных платежей он 
осуществляет за счет рублевых доходов, конвертируя их в валюту по 
обменному курсу BRkK  на очередной k-й момент оплаты кредита. 

Результаты данной финансовой операции целесообразно сравнивать 
с примером, рассмотренным в п. 2.4 при рублевом кредитовании. 

Для сопоставимости результатов кредитования по данной схеме и с 
примером, рассмотренным в п. 2.4, примем следующие условия 
предоставления валютного кредита. 

Размер валютного кредита DВ определяется из условия 
эквивалентности его 100 тыс. руб. на момент заключения кредитного 
договора при курсе обмена валюты в рубли .40=BRОK  Кредитный договор 
заключается на один год под годовую процентную ставку jB = 8 % 
годовых. Погашение кредита осуществляется четырьмя ежеквартальными 
платежами r = 4. Будем считать, что обменный курс валюты за срок 
кредитного договора изменяется линейно (рис. 2.5) 

,)( BROBR KkkK += δ                                     (2.45) 
где )1( rk ÷=  - номер очередного платежа в погашение валютного кредита; 

r
KrK BROBR −

=
)(δ  - скорость нарастания или убывания обменного 

курса валюты. 
Расчеты для приведенных выше условий дают следующие 

результаты: 
1) Размер валютного кредита 

2500
40

100000
===

BRO

P
B K

DD  €. 

2) Для упрощения расчетов размер ежеквартальных платежей будем 
определять по методике, рассмотренной в примере 2.1а. 
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56,656

02,1
11

02,02500
)4/1(1

4/
44 ==







−

=
+−

= − B
B

B
BB R

j
jDR  €. 

3) Размер ежеквартальных платежей в российских рублях, при 
скорости нарастания обменного курса валюты 4=δ  руб./квартал 

64,288884456,656][)1(1 =⋅=+== δBROBBRBR KRKRR  руб. 
88,315144856,656]2[2 =⋅=+= δBROBR KRR  руб. 

12,341415256,656]3[3 =⋅=+= δBROBR KRR  руб. 
36,367675656,656]4[4 =⋅=+= δBROBR KRR  руб. 

4) Общая сумма в рублях, затраченная на погашение валютного 
кредита 

0,131312
4

1
== ∑

=k
RKR RS  руб. 

5) Общая сумма в рублях, затраченная на погашение кредита PS , 
имеет линейную зависимость от δ 

.104 BBROBR RKRS δ+=  
6) Построим график зависимости RS  от δ. Для этого рассчитаем RS  

при δ = 0 
6,1050494056,65644)0( =⋅⋅=== BROBR KRS δ  руб. 

Зависимость RS  от δ приведена на рис. 2.5. На этом же рисунке 
отмечена сумма, уплаченная в погашение рублевого кредита                                
D = 100 тыс. руб. 112800=RS  руб. (см. табл. 2.1). 

 

 
Рис. 2.5. Зависимость RS  от δ 

 
Из рис. 2.5 можно сделать следующий вывод. При линейном 

нарастании обменного курса валюты (2.45) за срок кредитования 
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валютный кредит оказывается выгоднее при скорости изменения 
обменного курса валюты .18,1<δ  При 18,1>δ  рублевая сумма, уплаченная 
в погашение валютного кредита )(B

RS  (рис. 2.5), оказывается больше 
112800=RS  руб. суммы, уплаченной в погашение рублевого кредита. 
Рассмотрим другие схемы валютного кредитования. 
II. Потенциальный ссудозаемщик осуществляет 

внешнеэкономическую деятельность, от которой получает валютные 
доходы. Для продолжения ВЭД ссудозаемщику нужен кредит в размере 

2500=BD  €. Эта сумма может быть получена: 
а) непосредственно в валюте под ставку валютного кредита 

%8=Bj  годовых; 
б) по рублевому кредиту по ставке %20=i  годовых при сумме 

рублевого кредита BROBP KDD =  и курсе обмена валюты 40=BROK  руб. 
В обоих случаях срок кредитования один год, кредит гасится 

ежеквартальными платежами из валютных доходов ссудозаемщика.  
Определить, какой из видов кредитования (Пример 2.1 или Пример 

2.1а) выгоднее при линейном изменении обменного курса валюты за срок 
кредитования. Размер разового валютного платежа можно рассчитать по 
формулам (2.33) или (2.44). 

Рассчитаем размер ежеквартальных платежей при кредитовании по 
схеме а по формуле (2.44) 

56,656

02,1
11

02,02500
)4/1(1

4/
44 =







+

=
+−

= −
B

B
BB

j
jDR  €. 

Рассчитаем данные по ежеквартальным платежам 
1-й платеж 5002,025001 =⋅=П € 

56,6065056,6561 =−=∆ B∆  € 
44,189356,60625001 =−=BD € 

2-й платеж 87,3702,044,18932 =⋅=П € 
69,61887,3756,6562 =−=∆ B∆  € 

75,127469,61844,18932 =−=BD € 
3-й платеж 5,2502,075,12743 =⋅=П € 

06,6315,2556,6563 =−=∆ B∆  € 
69,64306,63175,12743 =−=BD € 

4-й платеж 87,1202,069,6434 =⋅=П € 
69,6434 =∆ B∆  € 

56,65687,1269,6434 =+=BR € 
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Суммарные валютные выплаты в погашение валютного кредита 
составят  

24,26264 == BB RS  €. 
То есть переплата по кредиту будет равна 

24,126250024,2626 =−=−=∆ BBB ∆SS  €, 
и эффективная процентная ставка по кредиту составляет 

.05,0
2500

24,126
≈=

∆
=

B

B
эф ∆

Si  

Рассчитаем график платежей BR , вносимых из валютных доходов в 
погашение рублевого кредита (Пример 2.1а). 

Рассчитаем размер необходимого рублевого кредита 
100000402500 =⋅=⋅= BROBP KDD  руб. 

Рассчитываем размер ежеквартальных платежей RR 

( )
28200

05,011
05,010

)4/1(1
4/

4
5

4 =⇒
+−

=
+−

= −− RPR R
i

iDR  руб. 

Расчет графика платежей по данному кредиту приведен а табл. 2.1. 
Так как рублевый кредит гасится из валютных доходов, рассчитаем 

сумму ежеквартальных выплат в валюте с учетом формулы (2.45) при 
4=δ  руб./квартал: 

91,640
440

28200
1

1 =
+

=
+

==
δBRO

R

BR

R
B K

R
K
RR  € 

5,587
48

28200
22 ==

+
=

δBRO

R
B K

RR  € 

31,542
52

28200
33 ==

+
=

δBRO

R
B K

RR  € 

57,503
56

28200
44 ==

+
=

δBRO

R
B K

RR  €. 

Суммарные валютные выплаты на погашение рублевого кредита 

составят 29,2274)4(
4

1
=== ∑

=
Σ

k
BKB RΣ δ  €. 

Аналогичным образом рассчитаем суммарные валютные выплаты 
ΣBΣ  на погашение рублевого кредита при других значениях δ  и построим 

график зависимости )(δΣBΣ  (рис. 2.6). 
На рис. 2.6 отмечено также значение суммарных валютных выплат 

по погашению валютного кредита 24,2626)( =Σ δBΣ  €. Из графика видно, 
что при 2,1>δ  выгоднее оказывается получение кредита по схеме "б", а 
при 1,2>δ  суммарные валютные выплаты по рублевому кредиту 
оказываются меньше, чем валютный размер кредита 2500=<Σ BB DΣ  €. 
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Рис. 2.6. График зависимости )( δSB Σ  

 
2.6. Годовая и срочная ренты при m-кратном начислении процентов  

 
Для годовой ренты постнумерандо при m-кратном начислении 

сложных процентов формулу (2.4) для современной стоимости ренты 
можно записать в виде 
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где iэф – определяется формулой (1.11). 
Данная сумма является геометрической прогрессией с первым 

членом 
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Отсюда для современной стоимости годовой ренты с m-кратным 
начислением процентов по аналогии с формулой (2.6) получим 
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Из сравнения формул (2.46) и (2.6) видно, что формула (2.46) 
получается из формулы (2.6) путем замены в ней годовой процентной 
ставки i на эффективную годовую процентную ставку iэф при m-кратном 
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начислении процентов (1.11). Коэффициент приведения для данной ренты 
будет равен 
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Аналогично для конечной стоимости годовой ренты с m-кратным 
начислением процентов и коэффициента наращения можно получить 
формулы 
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Для ренты пренумерандо с m-кратным начислением процентов 
справедливы формулы 
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Для современной и конечной стоимости r-срочной ренты 
постнумерандо с m-кратным начислением процентов можно получить 
формулы 
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При m = r формулы (2.50) преобразуются к виду 
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При вычислении современной и конечной стоимостей ренты 
пренумерандо формулы (2.50) и (2.51) необходимо умножить на )1( эфi+ . 
 

2.7. Арифметическая рента 
 

В арифметической ренте величина периодических платежей 
представляет собой арифметическую прогрессию. Поток платежей 
арифметической ренты постнумерандо можно записать в виде 

]},;)1([;];2;[];1;{[ nQnRQRRСF −++= 2  
где Q – разность арифметической прогрессии. Величина Q характеризует, 
насколько каждый последующий платеж отличается от предыдущего. 

При Q > 0 арифметическая прогрессия будет возрастающей, при             
Q < 0 – убывающей. 

Определим современную А и конечную, наращенную S стоимости 
арифметической ренты. 

Приведенная современная стоимость арифметической ренты 
определяется суммой: 
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Первая сумма в формуле (2.52) определяется формулой (2.6). Вторая 
сумма в (2.52) может быть записана в виде 
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где .
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q
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Вторая сумма в формуле (2.52) может быть преобразована к виду 
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С учетом формул (2.6) и (2.54) современная стоимость 
арифметической ренты постнумерандо определится формулой 

,)1(/
/ i

inaQaRA
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in
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где коэффициент приведения ina /  определяется формулой (2.7).  
На рис. 2.7 приведен график зависимости современной стоимости 

арифметической ренты от отношения RQ /=η  для двух значений 
процентной ставки дисконтирования i и при n = 4. 

 
Рис. 2.7 

 
Конечная наращенная стоимость арифметической ренты 

определяется суммой 
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С учетом формулы (2.55) для конечной стоимости арифметической 
ренты получим 

,/
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−
+=                                        (2.56) 

где коэффициент наращения ins /  определяется формулой (2.9). 
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Для современной и конечной стоимостей арифметической ренты 
пренумерандо аналогично формулам (2.18) и (2.19) можно записать: 

).1();1( ** iSSiAA aaaa +=+=  
Для r-срочной арифметической ренты постнумерандо поток 

платежей показан на рис. 2.4, в котором размер k-го платежа равен 
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−+  а количество платежей равно rn ⋅  ).1( nrk ≤≤  Современная 

стоимость r-срочной арифметической ренты определится суммой 
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         (2.57) 

Первая сумма в формуле (2.57) является убывающей геометрической 

прогрессией со знаменателем ,
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определяется формулой (2.21). 
Вторая сумма является арифметико-геометрической прогрессией со 
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1
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=  и в соответствии с формулой (2.53) может быть 

преобразована к виду: 
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В соответствии с формулами (2.21) и (2.58) для современной 
стоимости арифметической ренты постнумерандо получим формулу 
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где коэффициент приведения )(
/
r

ina  определяется формулой (2.22). 
Конечная, наращенная стоимость r-срочной арифметической ренты 

постнумерандо определится формулой 
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где коэффициент приведения )(
/
r

ins  определяется формулой (2.24). 
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2.8. Геометрическая рента 
 
Геометрической называется рента, в которой каждый последующий 

платеж отличается в η+1  раз от предыдущего, т. е. 
).1(1 η+=+ ii RR  

Поток платежей такой ренты постнумерандо можно записать в виде 
]}.;)1([,],1;)1([,],2);1([],1;{[ 1 nRkRRRCF nk −++++= ηηη 22  

Размеры платежей в данном потоке представляют собой 
геометрическую прогрессию со знаменателем ),1( η+  а параметр η  
является темпом прироста платежей, он определяет процентную долю, на 
которую отличается каждый последующий платеж от предыдущего. 

Современная стоимость такой ренты равна сумме диконтированных 
платежей 
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Современная стоимость ГA  является суммой членов геометрической 

прогрессии со знаменателем 
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учетом формулы (2.5) для современной стоимости геометрической ренты 
постнумерандо получим 
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Формула (2.62) может использоваться только при .i≠η  При i=η  
формула (2.61) преобразуется к виду 

.
1

1
1 1

1 iпри
i

nR
i

RA
n

k

k
Г =

+
=

+
= ∑

=

− η                            (2.63) 

 
Рис. 2.8 
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На рис. 2.8 приведена зависимость современной стоимости 
геометрической ренты от темпа прироста платежей η  при двух значениях 
процентной ставки дисконтирования i и n = 4. 

Конечная наращенная стоимость геометрической ренты 
постнумерандо определяется суммой 
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Сравнивая данную формулу с (2.61), для конечной стоимости 
геометрической ренты получим 

.1
11

)1()1( η
η

η

≠
−









+
+

−
+=+= iпри

i
iiRAiS n

r
n

Г           (2.64) 

.)1( 1 η=+= − iприinRS n
Г  

Для r-срочной геометрической ренты постнумерандо финансовый 
поток состоит из rn ⋅  платежей, образующих геометрическую прогрессию 
с первым членом rR  и знаменателем .)1( /1 rq η+=  Современная стоимость 
такой ренты равна сумме дисконтированных платежей с коэффициентом 
дисконтирования .)1( /1 ri+  
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Данная сумма является суммой nr членов геометрической 

прогрессии  с первым членом r
r
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соответствии с формулой (2.5) может быть записана в виде 
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Конечная наращенная стоимость геометрической r-срочной ренты 
постнумерандо может быть получена умножением современной стоимости 

)(r
ГA  на множитель наращения ni)1( +  
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Современная *
ГA  и конечная *

ГS  стоимости геометрической ренты 
пренумерандо могут быть получены умножением формул (2.62) и (2.64) на 
множитель (1 + i). 

 
2.9. Сравнение финансовых потоков и рент 

 
При принятии финансовых решений часто возникает необходимость 

выбора между финансовыми потоками с различными параметрами. Для 
обоснованного принятия решений необходимо уметь сравнивать 
финансовые потоки и ренты. При сравнении финансовых потоков и рент 
какие-то их параметры должны быть одинаковыми, какие-то параметры 
должны быть сопоставимыми, а какие-то могут отличаться. Сравнение 
финансовых потоков и рент должно осуществляться по конечной 
наращенной или современной их стоимости, при этом рассматриваются 
финансовые потоки с равными сроками. На рис. 2.9 приведены 
зависимости современной А и наращенной конечной S стоимостей годовой 
ренты от годовой процентной ставки при сроке ренты 2 и 5 лет. Из рисунка 
видно, что с увеличением годовой процентной ставки современная 
стоимость ренты А уменьшается, а наращенная, конечная стоимость ренты 
увеличивается. 

 
Рис. 2.9. Зависимость современной и наращенной стоимостей годовой ренты 
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отличающиеся лишь размерами платежей mm QP ≠ . Вполне очевидно, что 
при выполнении условия  

mm QP >  при nm ÷=1                                       (2.68) 
современная дисконтированная и конечная наращенная стоимость при 
любых значениях процентной ставки "i" будет больше для первого потока. 
Аналогично первый финансовый поток будет предпочтительным для 
любых значений процентной ставки дисконтирования при выполнении 
условия 

.
00

∑∑
==

>
n

m
m

n

m
m QP                                       (2.69) 

Но при выполнении условий (2.68) и (2.69) первый и второй 
финансовые потоки не являются сопоставимыми (эквивалентными), а 
значит, их сравнение по стоимости является некорректным. Введем 
условие сопоставимости финансовых потоков в виде 

,
00

∑∑
==

=
n

m
m

n

m
m QP                                                 (2.70) 

т. е. сопоставимыми будем считать финансовые потоки, у которых сроки 
ренты и сумма всех платежей одинаковы. Сравним между собой годовую и 
r-срочную ренту. Для этих двух рент условие сопоставимости (2.70) 
выполняется, когда размер платежей r-срочной ренты в r раз меньше 

платежей годовой ренты .
r
RRr =  Тогда для отношения современной (или 

наращенной) стоимости r-срочной ренты к современной (или наращенной) 
стоимости годовой ренты в соответствии с формулами (2.6), (2.8) и (2.21), 
(2.23) получим 

.
]1)1[( /1

)()(

−+
== r

rr

ir
i

S
S

A
A

                                      (2.71) 

Из формулы (2.71) видно, что отношение 
A

A
S

S rr )()(

=  не зависит от 

срока ренты "n". 

На рис. 2.10 приведены графики зависимости отношений 
A

A
S

S rr )()(

=  

от количества платежей в году r при двух значениях годовой процентной 
ставки. Из них видно, что r-срочная рента является более 
предпочтительной по сравнению с годовой рентой. 

Сравним между собой обычную годовую и арифметическую ренты. 
Вычислим размеры платежей арифметической ренты, при которых 
выполняется условие сопоставимости рент (2.70). При сроке рент, равном 
"n" лет, суммарные платежи для обычной годовой ренты будут равны nR. 
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Рис. 2.10. Зависимость отношений 
A
(r)A

S
(r)S =  от количества платежей в году 

 
Для арифметической ренты суммарные платежи будут равны 
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Тогда условие сопоставимости обычной годовой и арифметической 
рент можно записать в виде 
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Подставив формулу (2.73) в (2.56) с учетом формул (2.7) и (2.8), для 
отношения наращенных стоимостей арифметической к годовой ренте 
получим 
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где .
R

Qa
A =η  

Графики зависимости отношения Sa/S от значений процентной 
ставки "i" при различных значениях срока ренты "n" и относительной 
разности aη  арифметической прогрессии приведены на рис. 2.11. Из 
приведенных графиков видно, что при убывающей арифметической 
прогрессии 0<aη  предпочтительной является арифметическая рента. При 
возрастающей арифметической прогрессии платежей 0>aη  
предпочтительной оказывается обычная годовая рента, причем скорость 
возрастания при 0<aη  (убывания при 0>aη ) отношения Sa/S 
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увеличивается при увеличении срока ренты "n" и относительной разности 

aη  арифметической прогрессии платежей. 

 
Рис. 2.11. Зависимость отношений 

A

A

S

S αα
=  от годовой процентной ставки                  

(1 – n = 5, 0,3;−=αη   2  – n = 3, 0,5;−=αη    3  – n = 3, 0,3;−=αη  4  – n = 3, 0,3;=αη  
5  – n = 3, 0,5;=αη  6  – n = 5, 0,3)=αη  

 
Приведем сравнение геометрической ренты с обычной годовой 

рентой. Вычислим размеры платежей геометрической ренты, при которых 
выполняется условие сопоставимости (2.70) сравниваемых рент 
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Подставив формулу (2.75) в (2.64) с учетом формул (2.7) и (2.8), для 
отношения конечных наращенных сумм геометрической и простой 
годовой рент получим 
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При η=i  данная формула может быть преобразована к виду 
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На рис. 2.12 приведены графики зависимости отношения 
A
A

S
S ГГ =  от 

годовой процентной ставки "i" при различных значениях срока ренты "n" и 
величины "η ", характеризующей темпы роста платежей. Из приведенных 
графиков видно, что при убывании размеров платежей 0<η  
предпочтительной оказывается геометрическая рента по сравнению с 
годовой рентой. При 0>η  предпочтение следует отдать обычной годовой 
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ренте. Скорость изменения отношения 
S
Sг  увеличивается при увеличении 

срока ренты "n" и темпов изменения размеров платежей "η ". 

 

Рис. 2.12. Зависимость отношений 
A

A

S

S
ГГ =  от годовой процентной ставки                  

(1 – n = 5, 0,3;−=η   2 – n = 3, 0,5;−=η   3  – n = 3, 0,3;−=η   4  – n = 3, 0,3;=η  
5  – n = 3, 0,5;=η   6 – n = 5, 0,3)=η  

 
Оценим, насколько предпочтительной является рента с m-кратным 

начислением процентов по сравнению с обычной годовой рентой. Для 

этого вычислим отношения 
S

S m)(

 и 
A

A m)(

, используя формулы (2.46) и 

(2.48), а также формулы (2.6) и (2.8): 
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где 11 −





 +=

m

эф m
ii  - эффективное значение годовой процентной ставки 

при m-кратном начислении процентов. 

Результаты расчетов отношений 
S

S m)(

 и 
A

A m)(

 от кратности 

начисления процентов m по формулам (2.78) приведены на рис. 2.13 для 
двух значений годовой процентной ставки }24,0;12,0{=i  и срока ренты 

}.5;3{=n   
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Рис. 2.13. Зависимости отношений 
S

S(m)
 и 

A

A(m)
 от кратности начисления 

процентов "m" 
 
Из приведенных графиков видно, что при увеличении кратности 

начисления процентов увеличивается отношение 
S

S m)(

 и уменьшается 

отношение 
A

A m)(

. Из этого следует, что рента с m-кратным начислением 

процентов является более предпочтительной по сравнению с обычной 
годовой рентой. При увеличении годовой процентной ставки "i" и срока 

ренты "n" отношение 
S

S m)(

 увеличивается. Так например, при i = 0,24 и 

сроке ренты n = 5 лет конечная наращенная сумма )(mS  ренты с 
ежемесячным начислением процентов m = 12 примерно на 5,6 % 
превышает конечную наращенную сумму обычной годовой ренты. 

Проведем сравнение r-срочной ренты при m-кратном начислении 
процентов с обычной годовой рентой. Современная )(m

rA  и финальная 
наращенная )(m

rS  стоимости r-срочной ренты при m-кратном начислении 
процентов определяются формулами (2.50) при mr ≠  и формулами (2.51) 
при .mr =  Для сравнения рент поделим значения стоимостей )(m

rS  и )(m
rA  

r-срочной ренты при m-кратном начислении процентов на 
соответствующие значения стоимостей простой годовой ренты и получим 
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где 11 −





 +=

m

эф m
ii  эффективное значение годовой процентной ставки 

при m-кратном начислении процентов. 
Формулы (2.79) применяются для случая mr ≠ . При mr =  формулы 

(2.79) упрощаются и могут быть записаны в виде 
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Графики зависимости отношений 
S

S m
r

)(

 и 
A

A m
r

)(

 от кратности 

начисления процентов "m" приведены на рис. 2.14. 

 

Рис. 2.14. Зависимости отношений 
S

S (m)
r  и 

A

A (m)
r  от кратности начисления 

процентов "m" 
 
Расчет проводился для годовой процентной ставки i = 0,24 и срока 

ренты n = 5 лет. 
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При равенстве значений mr =  отношения 
S

S mr )( =  и 
A

A mr )( =  

увеличиваются с ростом кратности начисления процентов "m". При mr ≠  

отношение 
S

S m
r

)(

 увеличивается, а отношение 
A

A m
r

)(

 уменьшается с ростом 

кратности начисления процентов. 
При mr >  справедливы неравенства )(

)(
mr

m
r SS =>  и )(

)(
mr

m
r AA => , а 

при mr <  наоборот )(
)(

mr
m

r SS =<  и .)(
)(

mr
m

r AA =<  из приведенных расчетов 
следует, что наиболее предпочтительная является r-срочная рента с m-
кратным начислением процентов при .rm =  Так например, при годовой 
процентной ставке i = 0,24 и сроке ренты n = 5 лет, рента с ежемесячными 
платежами r = 12 и ежемесячным начислением процентов m = 12 дает 
выигрыш по конечной наращенной сумме примерно на 18 % по сравнению 
с обычной годовой рентой. 

 
2.10. Конверсия рент 

 
При меняющихся экономической ситуации, финансовом состоянии 

субъектов экономической деятельности, особенно в условиях кризиса, 
часто возникает необходимость изменения условий выплаты ренты, т. е. 
замены одной ренты на другую или разового платежа, либо, наоборот, 
разовый платеж заменить рентой (рассрочка платежа), а также заменить 
несколько рент одной. Все вышеперечисленные операции называют 
конверсией рент. При конверсии рент должно выполняться одно общее 
правило – в момент заключения сделки о конверсии рент tk современные 
стоимости старых рент, приведенных к моменту времени tk, и современные 
стоимости новых рент должны быть равны. Это правило следует из 
естественного требования, чтобы конверсия рент не меняла финансового 
положения сторон сделки, т. е. на момент заключения сделки о конверсии 
рент должен соблюдаться принцип их финансовой эквивалентности. 

Данный принцип определяет следующий алгоритм расчета 
параметров новой ренты. 

1. Определяется современная стоимость старой (старых) ренты, 
приведенная к моменту заключения сделки tk о конверсии рент. 

2. В случае объединения нескольких рент современные их 
стоимости, приведенные к моменту времени tk, складываются и дают 
современную стоимость новой ренты. 

3. Зная современную стоимость новой ренты, рассчитывают 
параметры новой ренты. 
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Рассмотрим такие примеры конверсии рент как рассрочка платежа; 
выкуп ренты; замена одной ренты новой рентой; замена нескольких рент с 
разными параметрами одной новой рентой. 

1) Рассрочка платежа. Предположим, что некоторый субъект 
экономической деятельности (должник) имеет задолженность в сумме DP  
рублей перед кредитором, которая должна быть погашена в установленное 
время t0. При невозможности погасить задолженность в установленное 
время за счет собственных средств должник может обратиться в банк с 
просьбой о предоставлении ему кредита в сумме DP  или договориться с 
кредитором о погашении задолженности не единовременным платежом, а 
рентными платежами. При этом все условия предоставления и погашения 
банковского кредита или рентных платежей кредитору определяются из 
условия равенства долга современной стоимости ренты. 

.
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При погашении задолженности за счет банковского кредита все 
параметры ренты по погашению кредита определяются методикой банка. 
При согласии кредитора заменить единовременное погашение 
задолженности рентными платежами все параметры ренты (R, r, i, n) 
определяются договоренностью должника и кредитора. 

2) Выкуп ренты. Выкупом ренты называется замена ренты 
единовременным платежом. Данную операцию рассмотрим на примере 
погашения кредита аннуитетом. Предположим, что кредит на сумму "D" 
руб. выдан на "n" лет под "i" процентов годовых, и его погашение 
осуществляется постоянными ежеквартальными платежами. График 
платежей в погашение кредита представляет собой r-срочную ренту 
постнумерандо (r = 4) с количеством платежей, равным "r · n". Размер 
аннуитета для данной ренты определяется формулой (2.33): 
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Ссудозаемщик регулярно осуществлял выплаты по кредиту в 
течение "k" платежей (рис. 2.15). 

 
 

Рис. 2.15. Финансовый поток выплат по кредиту 
 

При наступлении k-го платежа вместе с очередным платежом у 
ссудозаемщика появилась возможность досрочного погашения всей 
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оставшейся задолженности по кредиту. Приведенную стоимость данной 
ренты tkPV  к моменту k-го платежа по аналогии с формулой (2.1) можно 
записать в виде 
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                     (2.81) 

Первые k слагаемых в формуле (2.81) определяют конечную 
стоимость выплаченной части ренты 
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Остальные nr – k слагаемых в формуле (2.81) определяют стоимость 
невыплаченной части ренты, приведенной к моменту времени k-го платежа 
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Эта стоимость определяет оставшуюся невыплаченную при k-м 
платеже сумму кредита Dk. 

Для полного погашения кредита вместе с k-м платежом должна быть 
внесена сумма  
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Рассчитываем сумму, необходимую для досрочного погашения 
кредита при k = 2 втором платеже для примера, рассматриваемого в п. 2.4. 
В этом примере рассматриваются следующие исходные данные:                         
D = 100 тыс. руб., n = 1 год, r = 4, i = 20 %. Размер разового квартального 
платежа составляет 09,27981=rR  руб. 

В соответствии с формулой (2.83) необходимая сумма для полного 
погашения кредита 2=kD  

44,52277
]104663515,1[

09544512,1
11

09,27981
]1)21[(
])2,01(1[09,27981 4/1

2/1

2 =
−





 −

=
−+

+−
==kD  руб. 

Данная сумма совпадает с текущей оставшейся задолженностью по 
кредиту, приведенной в табл. 2.1 п. 2.4 при втором (k = 2) платеже. 

3) Замена двух рент одной новой рентой. Рассмотрим две ренты, 
график платежей по которым  приведен на рис. 2.16. 
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Рис. 2.16. Финансовые потоки при замене двух рент одной новой рентой 

 
Первая рента является годовой рентой с ежегодными платежами R1, 

годовой процентной ставкой i1 и сроком ренты n1 лет. Вторая рента 

является r-срочной рентой с платежами размером ,
2

2
2 r

RR r =  годовой 

процентной ставкой i2 и сроком ренты n2 лет (n2r2 платежей). 
Дата начала второй ренты t20 от даты начала первой ренты t10 

сдвинута на "m" лет, т. е. .
365

1020 mtt
=

−  Плательщик рент принял решение с 

даты tk объединить оставшиеся выплаты по первой и второй рентам и 
заменить их третьей рентой. Будем считать, что дата конверсии рент tk 

удовлетворяет условию ,10 k
T

ttk =
−  т. е. по первой ренте до даты tk 

совершено k платежей и осталось совершить n1 – k платежей. Приведенную 
стоимость первой ренты к дате tk по аналогии с формулой (2.1) можно 
записать в виде  

.
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Приведенная к дате tk стоимость невыплаченной части первой ренты 
является суммой (n1 – k) членов убывающей геометрической прогрессии с 

первым членом 
)1( 1

1

i
R
+

, знаменателем 
)1(

1
i+

 и определится формулой 

.)1(1[

1

1
1

11 i
iRА

kn

tk

+−+−
=  

Из рис. 2.16 видно, что по второй ренте до даты tk совершено 
2)( rmk −  платежей. Приведенную стоимость второй ренты к дате tk по 

аналогии с формулой (2.81) можно записать в виде  
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Из данной формулы видно, что приведенная к дате tk стоимость 
невыплаченной части второй ренты является суммой ( rkmn )2 −+  членов 

убывающей геометрической прогрессии с первым членом 
2

2
/1

2 )1( r
r

i

R

+
, 

знаменателем 
2/1

2 )1(
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=  и определится формулой 
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При замене нескольких рент одной новой рентой должно 
обеспечиваться равенство суммы приведенных к дате tk стоимостей старых 
рент современной стоимости новой ренты: 

)(21 tktk
j

jtk AAAA +== ∑ . 

Параметры новой ренты определяются из условия: 

,
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где ,,; 33
3

3
3

ir
r
RRr =  и n3 – параметры новой ренты. Срок новой ренты n3 

отсчитывается от даты tk в годах. При расчете параметров новой ренты все 
параметры, кроме одного, должны быть определены по договоренности 
сторон, заключающих сделку о конверсии рент, а неизвестный параметр, 
например, 3rR , определяется из уравнения (2.84). 
 

Контрольные вопросы и задания 
 

1. Привести формулу для определения современной приведенной 
стоимости PV и финальной наращенной стоимости FV финансового потока 
сроком на t дней, при годовой процентной ставке i %. 

2. Пояснить отличие рент постнумерандо и пренумерандо. 
3. Определить современную (начальную) стоимость годовой ренты 

постнумерандо с размером платежей R = 40 тыс. руб. при годовой 
процентной ставке i = 10 % и сроке ренты n = 3 года. 

4. Определить финальную (наращенную) стоимость годовой ренты 
пренумерандо с размером платежей 20 тыс. руб. при годовой процентной 
ставке i = 11 % и сроке ренты n = 4 года. 
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5. Финальная (наращенная) стоимость ренты постнумерандо при 
годовой процентной ставке i = 10 % годовых и сроке ренты 4 года 
составила 146410 руб. Определить начальную приведенную стоимость 
этой ренты. 

6. Начальная стоимость годовой ренты пренумерандо при годовой 
процентной ставке i = 12 % и сроке ренты n = 3 года составляет                   
500000 руб. Определить финальную (наращенную) стоимость этой ренты. 

7. Записать формулы, устанавливающие взаимосвязь между 
финальными и начальными стоимостями рент постнумерандо и 
пренумерандо. 

8. Определить начальную и финальную стоимости r-срочной ренты 
постнумерандо при r = 4, годовой процентной ставке i = 12 %, размере 
годового платежа 80000 руб. и сроке ренты n = 2 года. 

9. Финальная стоимость r-срочной ренты постнумерандо при r = 4 и  
и  i = 12,56 % составила 100000 руб. Определить финальную стоимость r-
срочной ренты пренумерандо. 

10. Современная (начальная) стоимость ренты пренумерандо при r 
= 2 и  и  i = 10,7 % составляет 210000 руб. Определить современную 
(начальную) стоимость ренты постнумерандо. 

11. Найти средний срок финансового потока: 
)}.400;3();300;2();200;1();100;0{(=CF  

12. Начальная стоимость r-срочной ренты постнумерандо Ar, 
заключенной на 2 года при годовой процентной ставке i = 9 %, при 
ежеквартальных платежах r = 4, равна 400 тыс. руб. Определить размер 
ежеквартальных платежей R/r. 

13. В коммерческом банке взят потребительский кредит на сумму 
300 тыс. руб. сроком на 1 год под 19 % годовых. Погашение кредита 
осуществляется ежеквартальными платежами r = 4. Рассчитать график 
платежей в погашение кредита. 

14. В банке взят валютный кредит в сумме D€ = 8000 евро сроком на 
один год под j€ = 6 % c ежеквартальными платежами. Кредит гасится из 
рублевых доходов ссудозаемщика. Определить суммарные рублевые 
выплаты по кредиту, если на момент заключения кредитного договора 
обменный курс валюты был равен K€Ro = 80 и далее за каждый 
последующий квартал уменьшался на 2,5 рубля за 1 евро. 

15. Организацией для осуществления внешнеэкономической 
деятельности взят рублевый кредит в сумме 1200 тыс. руб., что на момент 
заключения кредита соответствовало 20000 $ США (K$Ro = 60). Кредит взят 
сроком на 1 год с ежеквартальными платежами под годовую процентную 
ставку i = 20 %. Погашение рублевого кредита осуществляется из 
валютных доходов организации. Определить размеры ежеквартальных 
рублевых платежей по кредиту, их валютные эквиваленты и суммарные 
валютные расходы по погашению рублевого кредита, если обменный курс 
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валюты увеличивался за каждый последующий квартал на 1,5 рубля за                
1 доллар США. 

16. Определить первоначальную стоимость r-срочной ренты (r = 2), 
заключенной на 2 года при m-кратном начислении процентов m = 4 с 
размером годового платежа R = 80000 руб. 

17. Определить начальную Аа и финальную стоимость Sa 
арифметической ренты постнумерандо, заключенной на 3 года с размером 
годового платежа R = Ro + (k – 1)Q, где Ro = 50 тыс. руб., Q = 10 тыс. руб., k 
– номер платежа. При расчетах годовую процентную ставку принять 
равной i = 11 %. 

18. Определить финальную стоимость r-срочной геометрической 
ренты постнумерандо (r = 4), заключенной на n = 3 года с размером 

разовых ежеквартальных платежей ,)1(
1

r
k

rk RR
−

+= η  где 20000=rR  
руб., η = 5 %; k = 1÷(nr - 1) – номер платежа. При расчетах годовую 
процентную ставку принять равной i = 10 %. 

19. Кредит, заключенный на n = 2 года с годовой процентной ставкой 
i = 18 %, погашается ежеквартальными платежами размером R = 74954,4 
руб. При осуществлении пятого (k = 5) платежа ссудозаемщик планирует 
досрочно погасить всю оставшуюся задолженность по кредиту. 
Определить сумму денежных средств, которые ссудозаемщик должен 
внести для досрочного погашения оставшейся задолженности по кредиту. 

20. Ссудозаемщик производит рентные платежи в погашение двух 
кредитов. Первый кредит заключен под годовую процентную ставку                 
i1 = 16 % на 5 лет, погашается ежегодными платежами (r1 = 1) в размере R1 
= 157704,4 руб. Второй кредит заключен под годовую процентную ставку 
i2 = 18 % на 2 года, погашается ежегодными платежами (r2 = 4) в размере 
R2 = 44972,64 руб. 

При оплате третьего платежа по первому кредиту ссудозаемщик 
планирует заменить эти две ренты одной новой рентой с годовой 
процентной ставкой i3 = 17 % с ежеквартальными платежами сроком на           
n3 = 4. Определить размер платежей по новой ренте R3, если на момент 
замены рент по второму кредиту осталось совершить шесть платежей. 
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3. Финансовые операции в условиях неопределенности 
 

3.1. Доходность финансовой операции в условиях неопределенности 
 
Доходность финансовой операции (см. формулу (1.1) зависит от 

множества факторов, которые можно объединить в следующие группы: 
− политические и социальные; 
− финансово-экономические; 
− организационно-технические; 
− отраслевые; 
− природные факторы. 
Политические и социальные факторы обусловлены политической и, 

как следствие, экономической и социальной нестабильностью внутри 
страны и в международных отношениях. Политическая нестабильность 
внутри страны связана с борьбой за власть различных партий, которые в 
борьбе за избирателей отстаивают различные модели социально-
экономического развития. Во многих случаях это связано с лоббированием 
партийными фракциями интересов различных фирм и компаний. 
Возможность смены политического расклада в коридорах власти приводит 
к нестабильности налогового и хозяйственного законодательства. 
Возможная смена "правил игры" для хозяйствующих субъектов приводит к 
невозможности заранее однозначно прогнозировать результаты 
финансово-хозяйственной деятельности. 

Нестабильность в международных отношениях обусловлена 
процессами глобализации экономики, отстаиванием странами своих 
геополитических интересов и обеспечением экономической безопасности. 
Это может приводить к введению политических и экономических санкций. 

К социальным факторам относятся забастовки и криминогенная 
обстановка в стране и в отдельных ее регионах. 

Финансово-экономические факторы. К этим факторам относят 
изменения ключевой ставки и ставки рефинансирования Центрального 
банка России; колебания курса валют; колебания годовых процентных 
ставок коммерческих банков по депозитам и кредитным операциям; 
колебания цен на энергоносители на мировом рынке, а также цен и 
тарифов на товары и услуги на внутреннем рынке; инфляционные 
процессы; распространение неплатежей и т. п. 

Финансово-экономические факторы являются, как правило, 
следствием политической и социально-экономической ситуации как 
внутри страны, так и в международных отношениях. 

Организационно-технические факторы. К этой группе факторов 
можно отнести: квалификацию управленческого персонала; недостаточное 
знание юридической базы совершения сделок и проведения схем 
финансово-хозяйственных операций; непроизводственные простои 
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производственного оборудования; несоблюдение технологических 
нормативов эксплуатации оборудования, хранения сырья; возможность 
срыва сроков поставок оборудования, комплектующих и материально-
производственных запасов. 

Природные факторы. К этой группе факторов относятся 
землетрясения, наводнения, ураганы, смерчи, засухи, заморозки и другие 
природные и погодные катаклизмы. 

Отраслевые факторы. Это факторы, присущие тем или иным 
отраслям хозяйственной деятельности. Так, для сельскохозяйственной 
отрасли существенными являются природные факторы; для 
рыбопромышленного комплекса существенным фактором является 
состояние эксплуатируемых биоресурсов, возможность ведения промысла 
в экономических зонах других государств, политика нашего государства в 
плане воспроизводства рыбопромысловых судов и т. п. 

Совокупное действие всех этих факторов приводит к тому, что 
величина дохода tS∆  (формула (2.1), получаемого после совершения 
финансово-хозяйственной операции, даже на ограниченном временном 
интервале t является случайной величиной. При реинвестировании 
получаемых доходов tS  на нескольких финансово-хозяйственных циклах 
суммарный доход определится формулой: 

),1()(
1

0∏
=

+=
n

i
tинв i

SТS µ                                              (3.1) 

где 
itµ  - доходность финансовой операции на интервале длительностью it  

цикла совершения финансово-хозяйственной операции. 

При длительном инвестировании средств ∑
=

=
n

i
iинв tT

1
 условия 

хозяйствования и факторы, влияющие на финансовый результат, могут 
значительно изменяться на интервале инвестирования средств инвT . При 
этом суммарная доходность определяется формулой: 

1)1(
1

−+=∏
=

Σ

n

i
ti

µµ                                              (3.2) 

и может изменяться под воздействием случайных факторов в 
значительных пределах. 

Так как доходность финансовой операции (формула 1.1) 
определяется совокупным действием множества случайных факторов, 
доходность финансовой операции tµ  и получаемый доход tS∆  в 
соответствии с центральной предельной теоремой теории вероятностей 
можно считать случайными величинами, имеющими нормальный закон 
распределения. 
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Плотность вероятности случайных величин µ  и S∆  может быть 
записана в виде: 
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где sm  и µµ  - математическое ожидание (ожидаемое среднее значение) 
дохода S∆  и доходности µ  соответственно; 

ss  и µσ  - среднеквадратическое отклонение соответственно дохода 
S∆  и доходности µ  от математического ожидания. 

Чем больше среднеквадратическое отклонение ss  (или µσ ), тем на 
большую величину фактически полученный доход (или доходность)  
может отличаться от ожидаемого среднего значения. 

Оценим суммарную доходность Σµ  финансовых операций на двух  
(n = 2) соседних интервалах инвестирования t1 и t2: 

.1)1)(1( 212121 µµµµµµµ ++=−++=Σ                        (3.4) 
Из формулы (3.4) видно, что суммарная доходность Σµ  определяется 

не только суммой доходностей на соседних интервалах 1µ  и 2µ , но и 
слагаемым 21µµ , обусловленным так называемым синергетическим 
эффектом. 

Если 1µ  и 2µ  являются случайными величинами, то их совместная 
плотность вероятности определяется формулой: 
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      (3.5) 

где ρ  - коэффициент корреляции случайных величин 1µ  и 2µ , 
характеризующий степень линейной взаимосвязи между значениями 
доходностей 1µ  и 2µ  на соседних интервалах инвестирования 1t  и 2t . 

Коэффициент корреляции может принимать значения в интервале 
.11 ≤≤− ρ  

Формулы (3.4) и (3.5) позволяют определить математическое 
ожидание суммарной доходности Σm  и дисперсию 2

Σ
=Σ µσD . Для 

математического ожидания суммарной доходности получим: 
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.);()(
21212121212121 ρσσµµµµµµµµ µµ+++=⋅++= ∫ ∫

∞

∞−
Σ µµµµddWµ   (3.6) 

Если случайные величины 1µ  и 2µ  независимы, то 0=ρ  и четвертое 
слагаемое в формуле (3.6) будет равно нулю. Но на практике доходности 
финансовых операций 1µ  и 2µ  на соседних временных интервалах 
инвестирования 1t  и 2t , как правило, зависимы, причем, если при 
увеличении доходности 1µ  наблюдается тенденция к увеличению 
доходности 2µ , то ;0>ρ  если при увеличении доходности 1µ  
наблюдается тенденция к уменьшению доходности 2µ , то .0<ρ  

В реальной рыночной экономике ожидаемый средний уровень 
доходности имеет значение ).2,01,0( ÷=µµ  Из этого следует, что третье 
слагаемое в формуле (3.6) на порядок меньше чем сумма первых двух 
слагаемых, т. е. увеличение суммарной доходности Σm  за счет 
синергетического эффекта имеет незначительную величину. На основании 
данного вывода третьим слагаемым в формуле (3.4) можно пренебречь. В 
этом случае суммарную доходность Σm  при 0≈ρ  можно определять 
суммой доходностей инвестиций на интервалах it : 

.
1
∑
=

Σ =
n

i
iµµ                                                  (3.7) 

Если доходности iµ  являются независимыми случайными 
величинами, имеющими нормальный закон распределения с числовыми 
характеристиками im  и 2

iiD µσµ = , то с учетом равенства (3.7) можно 
считать, что суммарная доходность будет иметь нормальный закон 
распределения плотности вероятности (формула (3.3) с математическим 
ожиданием и дисперсией, определяющимися формулами: 

.;; 2
111
∑∑∑
===

Σ ===
ΣΣ

n

i

n

i

n

i
i ii

DDDmm mmmm σ                  (3.8) 

 
3.2. Риск финансовой операции и его количественная оценка 
 
При анализе финансовых операций термин "риск финансовой 

операции" понимается неоднозначно. На уровне интуитивного восприятия 
финансовый риск понимается как возможные финансовые потери, 
связанные с неопределенностью развития финансовой операции на 
интервале ее совершения. Как было показано в п. 3.1, доход и доходность 
финансовой операции в условиях неопределенности являются случайными 
величинами, закон распределения которых может быть принят 
нормальным (формула (3.3). Результат совершения финансовой операции 
(ее эффективность) может быть оценен средней ожидаемой доходностью 
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µµ  (математическим ожиданием доходности). В условиях 
неопределенности величина полученной доходности tµ  может быть как 
больше, так и меньше ожидаемой. 

При таком интуитивном понимании риском финансовой операции 
считается ситуация, когда реально полученная доходность меньше 
ожидаемой .µµ µt <  Но при таком понимании риска в любом случае 
вероятность наступления события µµ µt <  при нормальном законе 
распределения доходности будет одной и той же, равной 0,5: 

.5,0)()( ∫
∞−

==<
µ

µµ µµ
µ

t dwµP  

Это не позволяет использовать такой подход в определении риска 
для оценки вероятности возможности его наступления. 

Другим подходом в интуитивном понимании риска является 
ситуация, когда в результате финансовой операции инвестор получает 
убытки ( 0<∆S ), т. е. доходность финансовой операции будет 
отрицательной .0<tµ  

Вероятность наступления такого события определяется формулой: 
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где dtezФ
z t

∫
∞−

−
= 2

2

2
1)(
π

 - интеграл вероятности, специальная 

табулированная функция (Прилож. В). 
Из формулы (3.9) видно, что вероятность получения убытков в 

результате финансовой операции полностью определяется математическим 
ожиданием доходности µµ  и среднеквадратическим отклонением 
доходности .µσ  Поэтому для количественной оценки рисков часто 
используют отношение среднеквадратического отклонения доходности к 
его математическому ожиданию, называемое коэффициентом вариации 

доходности .
µ

µσ
µ

kв =  Чем больше коэффициент вариации, тем больше 

риски данной финансовой операции. 
Еще одним существенным фактором в оценке рисков является 

инвестор как лицо, принимающее решение о целесообразности 
совершения той или иной финансовой операции в условиях 
неопределенности. Инвестор или ответственный финансовый менеджер 
организации принимают решение о совершении той или иной финансовой 
операции в зависимости от финансовой ситуации, в которой находится 
организация в данный момент, и от склонности финансового менеджмента 

https://t.me/freebusta_links


69 
 
организации к совершению рискованных финансовых операций. В этом 
случае при принятии решений необходимо учитывать не только степень 
риска, но и так называемую функцию полезности принимаемого в 
условиях неопределенности решения. Рассмотрим данную ситуацию на 
примере. 

Пример 3.1. Организация на данный момент времени 0t  располагает 
некоторой суммой свободных средств .0S  Через время 0ttt −=∆  она 
должна погасить задолженность .0SDt >  Для получения дохода на 
интервале t∆   ttt DSS ≥+= )1(0 µ  временно свободные средства 0S  могут 
быть вложены (инвестированы) в одну из двух финансовых операций с 
показателями средней доходности 

1µµ  и 
2µµ  и среднеквадратического 

отклонения доходностей 
1µσ  и .

2µσ  
Для погашения задолженности tD  доходность финансовой операции 

при инвестировании средств 0S  должна удовлетворять неравенству: 

.1
0
−≥

S
Dt

трµ                                             (3.10) 

В данной ситуации степень полезности первой или второй 
финансовой операции может быть оценена вероятностью погашения 
задолженности tD , определяемой по формуле: 
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Из приведенных рассуждений следует, что для количественной 
оценки риска необходимо знать вероятности различных исходов 
финансовой операции. В самом общем случае это определяется законом 
распределения случайной доходности финансовой операции, заданным в 
виде плотности вероятности )(µW  или функции распределения 
доходности:  

∫
∞−

≤==
T

TT PdWF
µ

µµµµµ ).()()(  

Знание закона распределения позволяет определить вероятность 
убытков  




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
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−====< ∫

∞− µ

µ

σ
µµµµ

µ
ФFdWP T 1)0()()0(

0
              (3.12) 

и средний размер возможных убытков по формуле 
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Аналогично коэффициенту вариации доходности количественная 
оценка риска финансовой операции может осуществляться по отношению 
средних ожидаемых убытков к среднему ожидаемому доходу: 

.
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S уб              (3.13) 

Для получения количественных результатов предположим, что 
средние значения доходностей по рассматриваемым финансовым 
операциям соответственно равны 2,0

1
=µµ , 18,0

2
=µµ . 

Среднеквадратические отклонения доходностей имеют значения 
,08,0

1
=µσ  .04,0

2
=µσ  Для погашения задолженности требуемая 

доходность (формула (3.10) должна быть равна 26,0=трm . 
Если оценивать риски рассматриваемых финансовых операций без 

учета обязательного погашения задолженности, то для коэффициентов 
вариации получим: 
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Для вероятностей убытков в соответствии с формулой (3.12) 
получим: 

.3264,0)45,0(1
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Из полученных значений Вk  и )0( <µP  видно, что первая 
финансовая операция является менее рискованной, так как: 

;
21 ВВ kk <    ).0()0( 2211 <<< µµ PP  

С учетом погашения задолженности tD  для вероятностей )( трP µµ >  
получим формулы (3.11). 
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С точки зрения полезности в данной ситуации финансовый менеджер 
может принять решение об инвестировании денежных средств во вторую 
финансовую операцию, так как при этом вероятность погашения 
задолженности больше: ).()( 12 тртр PP µµµµ >>>  Кроме того, 
вероятность погашения задолженности для второй финансовой операции 
больше, чем вероятность получения убытков: 

).0()( 12 <>> µµµ PP тр  
В соответствии с рекомендациями Базельского комитета по 

банковскому надзору для оценки рыночных и кредитных рисков в 
нормальных условиях ведения бизнеса широко используется так 
называемый показатель стоимости под риском (VaR ). 

Стоимость под риском – это максимальный размер убытков (по 
абсолютной величине), которые можно ожидать при владении портфелем 
финансовых инструментов в течение некоторого заданного интервала 
времени в нормальных рыночных условиях при заданном уровне 
доверительной вероятности.  

.1)( α−=<∆ VαRSP                                    (3.14) 
Смысл данного определения поясняется рис. 3.1, на котором 

приведен график плотности вероятности доходности активов (портфеля) 
финансовых инструментов) при владении ими в течение заданного 
времени. Под нормальными рыночными условиями ведения бизнеса 
подразумевается неизменность (постоянство) закона распределения 
доходности активов на заданном интервале времени. 

 
Рис. 3.1. Определение стоимости под риском 

 
Доверительная вероятность α  определяется интегралом. 

https://freebusta.com


72 
 

).()( α
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µµµµα
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>== ∫
∞

PdW  

Вероятность ∫
∞−

=≤=−
αµ

α µµµµα dwP )()(1  называют уровнем 

значимости. 
При первоначальной стоимости активов 0S  стоимость под риском 

определяется как: 
.0 αµSVαR =                                                  (3.15) 

Таким образом, VaR  - это: 
1) ожидаемый убыток от колебания стоимости портфеля активов, 

которое может произойти за данный период времени с заданной 
вероятностью возникновения, определяющейся формулой (3.14); 

2) величина убытка (3.15), который может быть превышен с 
вероятностью )1( α− в течение заданного интервала Т (периода прогноза). 

Для вычисления стоимости под риском необходимо знание 
плотности вероятности доходности финансовых активов. Эта плотность 
вероятности определяется методами математической статистики по 
результатам оценки доходности финансовых активов на интервале 
времени, предшествующем прогнозируемому периоду. 

 
3.3. Методы уменьшения риска финансовых операций 

 
3.3.1. Диверсификация 
Данный метод уменьшения рисков заключается в распределении 

временно свободных финансовых средств по нескольким не зависимым 
друг от друга финансовым операциям. Предположим, что некоторая сумма 
средств 0S  распределяется по n независимым друг от друга финансовым 
операциям: 
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По завершении финансовых операций полученная сумма 
финансовых средств будет равна: 
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где iµ  - доходность по i-й финансовой операции ( );1 ni ÷=  
Σµ  - суммарная доходность по всем финансовым операциям. 
Формулу (3.16) можно преобразовать к виду: 
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где 
0

0

S
S

x i
i =  - стоимостная доля средств, вложенных в i-ю финансовую 

операцию 1
1

=∑
=

n

i
ix . 

Как отмечалось в п. 3.1 и 3.2, в реальных условиях доходности по 
каждой финансовой операции являются случайными, а значит, и 
суммарная доходность также будет случайной величиной. Оценку рисков 
данных финансовых операций будем осуществлять по коэффициенту 
вариации доходности: 

,
Σ

Σ
Σ =

µ

µσ
µ

kB  

где Σµσ  и Σµµ  - соответственно среднеквадратическое отклонение 
суммарной доходности и математическое ожидание суммарной 
доходности. 

Если i-е финансовые операции являются независимыми, то для Σµµ  
и Σµσ  можно с учетом формулы (3.17) записать следующие равенства: 
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Коэффициент вариации по данным финансовым операциям 
определится отношением 
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При одинаковых значениях средних доходностей по всем 
финансовым операциям µµ µµ i =  формула (3.19) упрощается и может быть 
в виде: 
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где 
µ

µσ
µ

k i
Bi =  - коэффициент вариации по каждой i-й финансовой 

операции. 
При n = 2 значения долей финансирования х1 и х2, обеспечивающие 

минимальное значение ΣBk  (минимальные риски), можно вычислить по 

формулам: .; 22
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При этих значениях х1 и х2 минимальное значение коэффициента 

вариации будет равно .
22min

21

21

BB

BB
B

kk

kk
k

+
=Σ                                      (3.22) 

Из формулы (3.21) видно, что оптимальные доли финансовых 
средств х1 и х2, обеспечивающие ,minΣBk  определяются равенством: 

.2
2

2
1 21 BB kxkx =  

Из рис. 3.2 и формулы (3.22) видно, что коэффициент вариации 
суммарной доходности по двум независимым финансовым операциям 
будет меньше, чем наименьшее значение коэффициента вариации из 
используемых двух операций. 

При BBB kkk ==
21

 минимальное значение ΣBk  (минимальные риски) 

обеспечивается при ,
2
1

21 == xx  а минимальное значение коэффициента 

вариации равно .
2
1

min =ΣBk  

 
Рис. 3.2. Зависимость минимального значения суммарного коэффициента 
вариации от соотношения коэффициентов вариации по двум финансовым 

операциям 

1

min

Bk
kBS

1

2

Bk
k

z B=
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Можно также показать, что при одинаковых рисках каждой i-й 
финансовой операции ( BB kk

i
== const ) минимальное значение 

коэффициента вариации по всем i-м операциям minΣBk  обеспечивается при 
равных стоимостных долях средств, вложенных в каждую финансовую 

операцию ,1
n

xi =  и, как видно из выражения (3.22), будет равно: 

.min n
kk B

B =Σ  

Из данной формулы видно, что отношение риска Σµσ  суммарной 
финансовой операции, состоящей из "n" независимых финансовых 
операций, к ее среднему доходу Σµµ  при одинаковых коэффициентах 

вариации по каждой i-й финансовой операции ( BB kk
i
= ) может быть в n  

раз меньше финансового риска каждой i-й финансовой операции. Этот 
эффект называется эффектом диверсификации. Данный принцип 
распределения инвестиционных средств известен как принцип "не класть 
все яйца в одну корзину". 

Следует отметить, что метод диверсификации дает эффект только 
при распределении инвестируемых средств в независимые друг от друга 
финансовые операции, когда случайные доходности по i-м финансовым 
операциям, по крайней мере, не коррелированны. 

 
3.3.2. Хеджирование 
Суть хеджирования состоит в подборе к основной финансовой 

операции таких дополнительных финансовых операций, которые при их 
совместном проведении уменьшают риск. При хеджировании не 
накладывается ограничение на независимость финансовых операций. Если 
основная и дополнительная финансовые операции являются 
коррелированными (зависимыми), то для среднеквадратического 
отклонения суммарной доходности этих двух операций можно записать: 

,2 2121
22

2
22

1 2121
ρσσσσσ µµµµµ xxxx ++=

Σ
                            (3.23) 

где 21ρ  - коэффициент корреляции доходностей основной 1µ  и 
дополнительных финансовых операций, определяющийся по формуле:  

.)()(][

21

2121
21

µµ σσ
µµµµρ MMM −⋅

=  

Значения коэффициента взаимной корреляции могут находиться в 
пределах .11 21 <<− ρ  При 021 =ρ  основная и дополнительная операции не 
коррелированны (независимы). При увеличении рисков по одной 
финансовой операции риски по другой операции также увеличиваются, 
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если ,021 >ρ  а если ,021 <ρ  то риски по второй финансовой операции 
имеют тенденцию к снижению. 

Дифференцируя формулу (3.23) по х1 с учетом х2 = 1 – х1 и 
приравнивая производную к нулю, получим, что оптимальные значения х1 
и х2, обеспечивающие минимальное значение ,minΣmσ  определяются 
формулами: 

.
2

2

12
22

12
2

2

12
22

12
2

1

2121

211

2121

212

ρσσσσ

ρσσσ

ρσσσσ

ρσσσ

µµµµ

µµµ

µµµµ

µµµ

−+

−
=

−+

−
=

х

х

                           (3.24) 

Математическое ожидание суммарной доходности основной и 
дополнительной финансовой операции при соблюдении неравенств 

2;1;; 122121
=<< immmm ii

ρσσ mmmmm  определится формулой: 

.
211 21

2

1
1 µµµµ µxµxµxµ

i
+== ∑

=
Σ  

При одинаковых значениях средних доходностей µµµ µµµ ==
21

 для 
суммарной доходности получим ,µµ µµ =Σ  а для коэффициента вариации 
суммарной доходности с учетом формулы (3.23) получим: 

.2 1221
22

2
22

1 2121
ρ

σ

µ

µ
BBBBB kkxxkxkx

µ
k ++== Σ

Σ           (3.25) 

Из формулы (3.25) видно, что при 021 <ρ  коэффициент вариации 
(риск) суммарной финансовой операции уменьшается при уменьшении 21ρ  
до −1. 

Дифференцируя формулу (3.24) по х1 с учетом )1( 12 xx −=  и 
приравнивая производную нулю, получим, что оптимальные значения 
долей основной х1 и дополнительной х2 финансовых операций, 
обеспечивающие минимальное значение суммарного риска minΣBk  при 
хеджировании, можно вычислить по формулам: 

,
2

2

12
22

12
2

2

12
22

12
2

1

2121

211

2121

212

ρ

ρ

ρ

ρ

BBBB

BBB

BBBB

BBB

kkkk
kkk

x

kkkk
kkk

x

−+

−
=

−+

−
=

                                   (3.26) 

при .012 ≤ρ * 

* При 012ρ >  не выполняются условия x1>0; x2>0    x1+x2=1. 
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Формулы (3.24) и (3.26) дают одинаковые значения оптимальных 
долей финансирования, так как при µµµ µµµ ==

21
, поделив числитель и 

знаменатель в формуле (3.24) на µµ , мы получим формулы (3.26). 
Оптимальные значения стоимостных долей финансовых операций 

при различных значениях средних доходностей 
21 µµ µµ ≠  будут получены 

в п. 4.3. 
Из формул (3.26) видно, что при 21 BB kk =  оптимальные значения 

долей основной и дополнительной финансовых операций одинаковы: 

.
2
1

21 == xx  На рис. 3.3 приведены зависимости оптимальных значений 1x  

и 2x  от отношения 
1

2

B

B

k
k

z =  при различных значениях коэффициента 

корреляции 21ρ  основной и дополнительной финансовой операции. Из 
графиков рис. 3.3 следует, что при 1>z  ( 12 BB kk > ) стоимостная доля 
основной операции х1 должна быть больше 21 xx > , так как риски по этой 
финансовой операции меньше (

21 BB kk < ). С уменьшением коэффициента 
корреляции 21ρ  от 0 до −1 разница между стоимостными долями 
финансовых операций незначительно уменьшается. 

 
Рис. 3.3. Зависимость оптимальных значений стоимостных долей финансовых 

операций от соотношения коэффициентов вариаций 
 

После подстановки формул (3.26) в (3.25) для минимального 
значения коэффициента вариации суммарной доходности при 
хеджировании получим: 
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.0
2

1
12

12
22

2
12

min

2121

21 ≤
−+

−
=Σ ρ

ρ

ρ
при

BBBB

BB
B

kkkk

kk
k                     (3.27) 

На рис. 3.4 приведены графики minΣBk  от коэффициента корреляции 

основной финансовой операции 21ρ  при двух значениях .
1

2

B

B

k
k

z =  

 
 

Рис. 3.4. Зависимость минимального значения суммарного коэффициента 
вариации от коэффициента корреляции доходностей финансовых операций 

 
Из приведенных графиков видно, что для уменьшения коэффициента 

вариации (риска) суммарной финансовой операции при хеджировании 
нужно подбирать дополнительную финансовую операцию примерно с 
такими же рисками, как и по основной ;12 BB kk ≈  ,1≈z  и коэффициент 
взаимной корреляции рисков основной и дополнительной финансовой 
операции должен быть отрицательным .021 <ρ  

На практике не всегда бывает просто подобрать дополнительную 
финансовую операцию при .3,021 −<ρ  

Разновидностями хеджирования являются такие финансовые 
операции, как опционы и страхование. 

Опционы – это вид биржевой сделки с премией, уплачиваемой за 
право продать или купить финансовый актив в определенном количестве 
по цене и в сроки, оговоренные в опционном контракте. 

Страхование – это финансовая операция, направленная на 
компенсацию (в денежной форме) возможных убытков при наступлении 
страхового случая. 

 

1

min

Bk
kBS

12ρ
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3.4. Критерии принятия решений в условиях полной 
неопределенности 

 
Если известны законы распределения доходности финансовой 

операции, развивающейся в той или иной экономической ситуации, или 
хотя бы вероятности различных возможных исходов данной финансовой 
операции, инвестор при принятии решения может руководствоваться 
вероятностными показателями, описанными в п. 3.2. 

Но ситуация может быть полностью неопределенной, т. е. 
неизвестны ни вероятности различных исходов финансовой операции, ни, 
тем более, закон распределения доходности финансовой операции. В 
данных условиях полной неопределенности инвестор или лицо, 
принимающее решение, может только предположить возможные варианты 
развития экономической ситуации при ее совершении. 

Предположим, что число возможных ситуаций конечно и равно L. В 
каждой предполагаемой j-й ситуации )1( Lj ÷=  лицо, принимающее 
решение (ЛПР) – инвестор, может принять N финансовых решений. В 
случае принятия i-го финансового решения )1( Ni ÷=  могут быть 
рассчитаны доходности финансовой операции ijµ  при принятии i-го 
решения в j-й экономической ситуации. Эти возможные значения 
доходности ijµ  образуют матрицу доходностей. 

 

        j 
i 1 2 3 … L 

(3.28) 

 1 11µ  12µ  13µ  … L1µ  
 2 21µ  22µ  23µ  … L2µ  

M = 3 31µ  32µ  33µ  … L3µ  
       
 N 1Nµ  2Nµ  3Nµ   NLµ  

 
Предположим, инвестором предполагаются три возможных варианта 

развития ситуации L = 3. В каждой из возможных ситуаций ЛПР может 
принять по четыре решения N = 4. Анализ развития финансовой операции 
при принятии i-го решения в j-й экономической ситуации позволил 
определить все элементы матрицы доходностей. 

















 −

=

22,014,02,0
17,016,018,0
08,01,015,0
05,005,01,0

M                                            (3.29) 
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Как было отмечено в п. 3.2, принимаемое решение в условиях 
неопределенности зависит от склонности ЛПР к риску. Поясним подходы 
к определению риска в данной ситуации полной неопределенности. 

Определим величины риска, которые соответствуют принятию i-го 
решения в j-й ситуации - .ijr  Если бы ЛПР однозначно знало ситуацию, 
которая реально сложится при развитии финансовой операции, то выбрало 
бы решение, обеспечивающее максимальную доходность. Если реальная 
ситуация соответствовала бы j-й, было бы принято решение, 
обеспечивающее максимальную доходность: 

.max)(max ij
i

j mm =                                              (3.30) 

При принятии любого i-го решения в j-й ситуации ЛПР рискует 
получить доходность не )(max jm , а только .ijµ  При таком определении 
риски ijr  логично определять разностью: 

.)(max ijij jr mm −=                                 (3.31) 
Элементы ijr , рассчитываемые по формуле (3.31), образуют матрицу 

рисков. Составим матрицу рисков, соответствующую матрице доходностей 
(3.29). Для максимальных доходностей )(max jm  в соответствии с 
формулой (3.30) получим .22,0)3(;16,0)2(;2,0)1( maxmaxmax === mmm   

В соответствии с формулой (3.31) матрица рисков будет иметь вид: 

.

002,00
05,0002,0
14,006,005,0
27,011,01,0



















=R                                     (3.32) 

По матрице доходностей (3.27) могут быть приняты финансовые 
решения, являющиеся оптимальными по тому или иному критерию. При 
принятии финансовых решений используют следующие критерии. 

 
3.4.1. Правило Вальда 
При принятии решения в соответствии с данным правилом 

предполагают, что будет иметь место самая неблагоприятная ситуация. В 
соответствии с данным предположением правило Вальда называют также 
правилом крайнего пессимизма. Самая неблагоприятная ситуация 
характеризуется самой малой доходностью: 

.minmin ij
j

i mm =                                            (3.33) 

В соответствии с матрицей доходности (3.29) по правилу (3.33) 
находим: 

.14,0;16,0
;08,0;05,0

min4min3

min2min1
==
=−=

mm
mm
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Правило Вальда рекомендует принять решение 0i  с наибольшим 
значением ,minim  т. е. 

.minmax0 






⇒ ij
ji

i m                                        (3.34) 

В соответствии с правилом (3.34) оптимальным по правилу Вальда 
будет третье решение 30 =i  с доходностью: 

.16,0minmax0 =






= ij
ji
mm  

 
3.4.2. Правило "розового оптимизма" 
В соответствии с этим правилом предполагается, что будет 

действовать самая благоприятная ситуация, которая при любом i-м 
решении обеспечит максимальную доходность: 

.maxmax ij
i

i mm =                                          (3.35) 

В соответствии с матрицей доходности (3.29) по правилу (3.35) 
находим: 

.22,0;18,0
;15,0;1,0

max4max3

max2max1
==
==

mm
mm

 

Оптимальным решением по правилу "розового оптимизма" является 
решение 0i , обеспечивающее максимальную доходность из всех :maxim  

.maxmax0 







⇒ ij

ji
i m                                        (3.36) 

Из приведенных значений maxim  видно, что по правилу "розового 
оптимизма" оптимальным решением будет четвертое решение 40 =i  с 
доходностью: 

.22,0maxmax0 =







= ij

ji
mm  

 
3.4.3. Правило Гурвица 
По правилу Гурвица оптимальным считается решение 0i , которое 

обеспечивает максимум взвешенной суммы доходностей 
пессимистического (3.34) и оптимистического (3.36) подходов: 

,max)1(minmax0 







−+⇒ ij

j
ij

ji
i mλmλ                         (3.37) 

где 10 ≤≤ λ  - весовой коэффициент, значение которого выбирается лицом, 
принимающим решение из субъективных соображений. 

При 1=λ  правило Гурвица совпадает с правилом Вальда, а при 
0=λ  - с правилом "розового оптимизма". 
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Вычислим значения: 
ij

j
ij

j
i µλµλλµ µax)1(µin)( −+=                            (3.38) 

для двух значений .λ  
При 5,0=λ  получим следующие значения )(λµi : 

.18,0)22,014,0(5,0)5,0(
17,0)18,016,0(5,0)5,0(
115,0)15,008,0(5,0)5,0(

025,0)05,01,0(5,0)5,0(

4

3

2

1

=+=
=+=
=+=

=−=

µ
µ
µ
µ

 

В соответствии с правилом (3.37) видно, что оптимальным является 
четвертое решение .40 =i  

При 8,0=λ  получим следующие значения )(λµi : 

.156,0
10

44,012,1)8,0(

164,0
10

36,028,1)8,0(

094,0
10

3,064,0)8,0(

016,0
10

04,02,0)8,0(

4

3

2

1

=
+

=

=
+

=

=
+

=

=
−

=

µ

µ

µ

µ

 

Из вычисленных значений )(λµi  видно, что при 8,0=λ  
оптимальным является третье решение .30 =i  

 
3.4.4. Правило Сэвиджа 
Правило Сэвиджа называют также правилом минимального риска. 

При применении этого правила анализируется матрица рисков || ijrR =  и 
предполагается, что будет действовать ситуация максимального риска: 

.maxmax ij
j

i rr =                                          (3.39) 

В соответствии с правилом Сэвиджа оптимальным считается 
решение ,0i  при котором обеспечивается минимальное значение maxir  

.maxmin0 





⇒ ij

ji
ri                                        (3.40) 

По приведенным выше значениям элементов матрицы || ijrR =  (3.32) 
для maxir  в соответствии с равенством (3.39) получим: 

.02,0;05,0
;14,0;27,0

max4max3

max2max1

==
==

rr
rr
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Из вышеперечисленных значений maxir  и правила (3.40) следует, что 
оптимальным является четвертое решение 40 =i  при минимальном 
значении риска .02,0max4max == rri  

 
Контрольные вопросы и задания 

 
1. Привести перечень и дать характеристику факторов, от которых 

зависит доходность финансовых операций в условиях неопределенности. 
2. Записать математическое выражение для совместной плотности 

вероятностей доходностей двух финансовых операций. Пояснить смысл 
величин ρσσ µµ ;;;;

2121 µµ . 
3. Определение математического ожидания суммарной доходности 

двух зависимых финансовых операций. 
4. Определение математического ожидания и среднеквадратического 

отклонения суммарной доходности для "n" независимых финансовых 
операций. 

5. Количественная оценка риска финансовой операции. Определение 
вероятности получения отрицательной доходности финансовой операции. 
Коэффициент вариации как количественная оценка риска финансовой 
операции. 

6. Две финансовые операции характеризуются следующими 
значениями доходности и риска: .3,0;18,0;08,0;1,0

2211
==== µµµµ σσ µµ  

Определить, для какой финансовой операции риск получения 
отрицательной доходности будет больше. 

7. Количественная оценка риска финансовых операций по 
показателю (VaR) – стоимости под риском. Пояснить смысл этого 
показателя. 

8. Математическое ожидание и дисперсия доходности финансовой 
операции соответственно равны .09,0;12,0 == µµ Dµ  Определить 
коэффициент вариации доходности "kВ" и вероятность того, что 
доходность данной финансовой операции будет больше требуемого 
значения .2,0≥трµ  

9. Диверсификация как метод уменьшения рисков финансовых 
операций. 

10. Организация инвестирует временно свободные средства в две 
независимые финансовые операции с математическими ожиданиями и 
среднеквадратическими значениями доходностей ;12,0

1
=µµ  

.18,0;12,0;15,0
221
=== µµµ σσ µ  Определить значение долей 

финансирования первой х1 и второй х2 финансовых операций, при которых 
обеспечиваются минимальные риски .minΣВk  Определить суммарную 
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ожидаемую доходность Σµµ  и среднеквадратическое отклонение 
суммарной доходности Σµσ  при вычисленных значениях долей 
финансирования х1 и х2. 

11. Хеджирование как метод уменьшения рисков финансовых 
операций. Формулы для определения математического ожидания, 
среднеквадратического отклонения и коэффициента вариации суммарной 
доходности по двум зависимым финансовым операциям. 

12. Определить оптимальные значения стоимостных долей 
инвестиций в две зависимые финансовые операции х1 и х2, 
обеспечивающие минимум среднеквадратического отклонения суммарной 
доходности ,minΣmσ  если среднеквадратические отклонения доходностей и 
коэффициент корреляции по этим операциям равны 

.4,0;18,0;12,0 1221
−=== ρσσ µµ  Для вычисленных значений х1 и х2 

определить значение .minΣmσ  
13. Определить оптимальные значения стоимостных долей 

инвестиций в две зависимые финансовые операции х1 и х2, 
обеспечивающие минимум коэффициента вариации суммарной 
доходности ,minΣВk  если доходности по этим операциям характеризуются 
следующими значениями: ;21,0;12,0;15,0;12,0

2211
==== µµµµ σσ µµ  

.3,012 −=ρ  Для вычисленных значений х1 и х2 определить значения 
ΣΣ µµ σ;µ  и .minΣВk  

14. Определить значения коэффициента корреляции финансовых 
операций 12ρ , при котором для оптимальных значениях стоимостных 
долей инвестирования в эти операции минимальное значение 
коэффициента вариации суммарной доходности будет не больше 0,5 

),5,0( min ≤ΣВk  если коэффициенты вариации доходностей по этим 
финансовым операциям имеют значения .2,1,8,0

21
== ВВ kk  

15. Изменение внешних условий может привести к трем (L = 3) 
возможным вариантам развития ситуации. В каждой из этих ситуаций 
финансовый менеджер может принять четыре (N = 4) управленческих 
решения. Для данной ситуации экспертным методом определена 
возможная матрица доходностей: 

.

19,017,018,0
11,013,02,0
06,009,015,0
01,005,01,0

N

L

M

  







−

=  

Составить матрицу рисков, соответствующую данной матрице 
доходностей. 
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16. По матрице доходностей, приведенной в условии задачи 15, 
определить оптимальное решение по правилу Вальда. 

17. По матрице доходностей, приведенной в условии задачи 15, 
определить оптимальное управленческое решение по правилу "розового 
оптимизма". 

18. По матрице доходностей, приведенной в условии задачи 15, 
определить оптимальное управленческое решение по правилу Гурвица при 
λ = 0,7. 

19. Для матрицы рисков 

.

0004,0
07,003,00
15,008,006,0
2,013,012,0

N

L

R

  









=  

Определить оптимальное управленческое решение по правилу 
Сэвиджа. 
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4. Портфельный анализ 
 

4.1. Виды ценных бумаг и их классификация 
 
Ценная бумага – это документ установленной формы и реквизитов, 

удостоверяющий имущественные права, осуществление или передача 
которых возможна только при предъявлении этого документа. 

В ГК РФ (ст. 143) перечисляются следующие виды документов, 
которые относятся к ценным бумагам: 

− государственная облигация; 
− облигация; 
− вексель; 
− чек;  
− депозитный сертификат; 
− сберегательный сертификат; 
− банковская сберегательная книжка на предъявителя; 
− коносамент; 
− акция; 
− приватизационные ценные бумаги. 
В ст. 912 ГК РФ (часть вторая) вводятся еще четыре вида ценных 

бумаг: 
− двойное складское свидетельство; 
− складское свидетельство как часть двойного свидетельства; 
− залоговое свидетельство (вариант) как часть двойного 

свидетельства; 
− простое складское свидетельство. 
Федеральным законом РФ "Об ипотеке (залоге недвижимости)" 

законодательно закреплен 15-й вид российской ценной бумаги – 
закладная. 

Федеральным законом РФ "Об инвестиционных фондах" (2011 г.) 
введен в действие последний 16-й вид российской ценной бумаги – 
инвестиционный пай. 

Юридически разрешенными к выпуску и обращению в России 
являются следующие восемь ценных бумаг: акция, облигация, вексель, чек, 
банковский сертификат, коносамент, закладная и инвестиционный пай. 

Акция – это эмиссионная ценная бумага, закрепляющая право ее 
владельца (акционера) на получение части прибыли акционерного 
общества в виде дивидендов, участие в управлении акционерным 
обществом и на получение части имущества, остающейся после его 
ликвидации (ФЗ РФ "О рынке ценных бумаг"). 

Облигация – это эмиссионная ценная бумага, закрепляющая право ее 
держателя на получение от эмитента облигации в предусмотренный ею 
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срок номинальной стоимости и зафиксированного в ней процента от этой 
стоимости или имущественного эквивалента (ФЗ РФ "О рынке ценных 
бумаг"). 

Эмитентом облигаций могут быть государство (государственная 
облигация), органы местного самоуправления (муниципальная облигация) 
и юридические лица (банки – банковские облигации, другие компании – 
корпоративные облигации). 

Вексель – это ценная бумага, удовлетворяющая письменное 
денежное обязательство должника о возврате долга, форма и обращение 
которого регулируются специальным законодательством – вексельным 
правом. 

Различают два вида векселей: 
простой вексель – это ценная бумага, удостоверяющая безусловное 

обязательство (обещание) должника уплатить векселедателю долг через 
определенный срок времени; 

переводной вексель – это ценная бумага, удостоверяющая 
предложение должнику уплатить указанную в ней сумму денег 
обозначенному в ней лицу через определенный срок. 

Чек - это ценная бумага, удостоверяющая письменное поручение 
чекодателя банку уплатить чекополучателю указанную в чеке сумму денег 
в течение срока ее действия. 

Чек, по сути, представляет собой переводной вексель, который 
выписывается только банком. 

Банковский сертификат – ценная бумага, представляющая собой 
свободно обращающееся свидетельство о денежном вкладе (депозитном – 
для юридических лиц и сберегательном – для физических лиц) в банке с 
обязательством последнего о возврате этого вклада и процентов по нему 
через установленный срок в будущем. 

Коносамент – ценная бумага, представляющая собой документ 
стандартной формы, принятой в международной практике, на перевозку 
груза, удостоверяющий его погрузку и получение. 

Закладная – это именная ценная бумага, удостоверяющая право ее 
владельца в соответствии с договором об ипотеке (залоге недвижимости), 
на получение денежного обязательства или указанного в ней имущества. 

Инвестиционный пай – это именная ценная бумага, 
удостоверяющая долю его владельца в праве собственности на имущество, 
составляющее паевой инвестиционный фонд. 

Форма ценной бумаги имеет ряд реквизитов или экономических 
характеристик, наряду с их сущностным содержанием. Указанные 
рыночные характеристики обычно имеют попарно противоположный 
характер (например, бумажная и безбумажная формы существования), и 
поэтому ценные бумаги классифицируют в зависимости от того, к какому 
признаку из соответствующей им паре они отвечают. Совокупность этих 
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признаков, присущих ценной бумаге, составляет ее экономическое 
содержание. 

В табл. 4.1 приведены сравнительные характеристики 
(классификация) основных видов российских ценных бумаг. 

Таблица 4.1 
 

Вид ценной 
бумаги 

Срок суще-
ствования 

Форма су-
ществования 

Форма 
владения 

Форма вло-
жения средств 

Форма вы-
пуска 

Вид  
эмитента 

Акция  Бессрочная  Любая  Именная  Долевая  Эмиссион-
ная  

Корпорация, 
банк 

Облигация  Срочная  Любая Любая  Долевая Эмиссион-
ная  

Юридическое 
лицо 

Вексель  Срочная Документар-
ная  

Любая Долевая Неэмисси-
онная  

Любой  

Банковский 
сертификат 

Срочная Документар-
ная  

Любая  Долевая Неэмисси-
онная 

Корпорация  

Коносамент  Срочная Документар-
ная  

Любая Долевая Неэмисси-
онная 

Корпорация  

Закладная  Срочная Документар-
ная  

Именная  Долевая Неэмисси-
онная 

Корпорация  

 
Набор характеристик, которыми обладает ценная бумага, включает: 
Временные характеристики – срок существования, когда выпущена 

в обращение, на какой период действия или бессрочно. 
Пространственные характеристики: 
− форма существования – документарная (бумажная) или 

бездокументарная (безбумажная); 
− национальная принадлежность – отечественная или иностранная 

(другого государства). 
Рыночные характеристики: 
− порядок фиксации владельца – на предъявителя или на конкретное 

лицо (юридическое или физическое); 
− форма выпуска – эмиссионная, т. е. выпускаемая отдельными 

сериями, внутри которых все ценные бумаги совершенно одинаковы по 
своим характеристикам, или неэмиссионная (индивидуальная); 

− вид эмитента, т. е. того, кто выпускает на рынок ценную бумагу: 
государство, муниципалитеты, банки, корпорации, частные лица; 

− степень обращаемости – свободно обращается на рынке или есть 
ограничения; 

− уровень риска – высокий, средний, низкий и т. п.; 
− наличие начисляемого дохода – выплачивается какой-то доход 

(дивиденд) или нет; 
− порядок передачи (форма обращения) – вручение, уступка прав 

требования: цессия или индоссамент (передаточная надпись на ценной 
бумаге, удостоверяющая переход всех или части прав ЦБ к другому лицу); 

− регистрируемость – регистрируемая или нерегистрируемая; 
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− вид номинала – постоянный или переменный. 
Важнейшими характеристиками ценной бумаги являются 

характеристики, определяющие ее качество.  
Качество ценной бумаги – это мера реализации прав, которыми 

наделена ценная бумага, или мера ее потребительской стоимости. Качество 
ценной бумаги находит свое отражение в следующих экономических 
характеристиках: 

− ликвидность ценной бумаги – это мера воплощения ее прав на 
переход от одного владельца к другому; 

− доходность ценной бумаги – это мера воплощения ее прав на 
получение дохода ее владельцем; 

− риск ценной бумаги – это мера неопределенности, связанной с 
осуществлением прав (прежде всего, на доход и на обращение), которыми 
она наделена. 

Ликвидность ценной бумаги – это сочетание прав на передачу ее от 
одного владельца к другому с осуществимостью этого права. Она находит 
свое выражение в перечне разрешенных форм перехода прав 
собственности на нее в объемах и сроках этого перехода (купля-продажа 
ценной бумаги бывает ограниченной). 

Другие экономические характеристик ценной бумаги более подробно 
рассмотрим в следующем параграфе. 

 
4.2. Доходность и риск ценной бумаги и портфеля ценных бумаг 

 
Для определения доходности ценной бумаги необходимо вначале 

дать определение ее стоимости. Понятие стоимости ценной бумаги не 
совпадает с понятием стоимости обычного товара как материализованного 
продукта общественно необходимого труда на его производство. 
Стоимость ценной бумаги имеет двойственный характер, состоящий в 
единстве действительного капитала и производного капитала. 

Стоимость в качестве представителя действительного капитала 
характеризуется нарицательной стоимостью ценной бумаги. 

Стоимость в качестве производного капитала характеризуется 
рыночной стоимостью ценной бумаги. 

Нарицательная стоимость ценной бумаги находит свое 
выражение в той сумме денег, которую ценная бумага представляет при 
обмене ее на действительный капитал при ее выпуске или погашении. Эта 
сумма денег называется номиналом ценной бумаги. 

Рыночная стоимость ценной бумаги возникает в результате 
капитализации ее имущественных прав. Главное имущественное право в 
ценной бумаге – это ее право на доход, поэтому рыночная стоимость 
ценной бумаги есть, прежде всего, капитализация этого дохода в течение 
некоторого периода времени. Говорить о рыночной стоимости имеет 
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смысл в отношении ценных бумаг, которые обладают правом 
оборачиваемости на рынке ценных бумаг. 

Владельцу ценных бумаг совершенно безразличен источник 
получаемого дохода и из чего он (доход) складывается. Предположим, что 
в начале некоторого временного интервала стоимость ценной бумаги была 
равна 0P , а в конце интервала ее стоимость равна tP . Тогда доходность 
ценных бумаг, по которым не предусмотрены выплаты дивидендов, за 
время t  определится формулой: 

.1
00

0 −=
−

=
P
P

P
PP tt

tµ                                       (4.1) 

Для ценных бумаг, по которым предусмотрена выплата дивидендов, 
доходность можно определить формулой:  

,1
00

0 −
+

=
−+

=
P

PP
P

PPP дtдt
tµ                                       (4.2) 

где дP  - сумма всех дивидендов, выплаченных по ценной бумаге за 
интервал времени t . 

Риск ценной бумаги характеризует неопределенность в 
осуществимости прав и целей владельца ценной бумаги. В соответствии с 
основным правом ценной бумаги – получением дохода, основным видом 
ее риска является риск доходности. 

Осуществление прав по ценной бумаге зависит, с одной стороны, от 
лица, несущего обязательства по ней, а с другой стороны, от многих 
факторов, от него не зависящих. 

Поскольку на практике всегда имеется какой-то средний уровень 
получения доходности по ценной бумаге, количественная оценка риска 
осуществляется по среднеквадратическому отклонению доходности от 
среднего ожидаемого значения µσ  (см. п. 3.2) или по отношению 
среднеквадратического отклонения доходности µσ  к среднему 
ожидаемому значению доходности µµ , называемому коэффициентом 
вариации. 

Для оценки доходности портфеля ценных бумаг будем считать, что 
портфель состоит из n видов ценных бумаг. Если в начальный момент 
времени суммарную стоимость всех ценных бумаг i-го вида обозначить 

iP0 , то суммарную стоимость всего портфеля ценных бумаг можно 
определить по формуле: 

.
1

0∑
=

=
n

i
iPPПО                                              (4.3) 

Доходность портфеля ценных бумаг по аналогии с формулой (4.2) 
можно определить по формуле: 
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,
ПO

ПOПП

P
PPP д

П
t −+

=µ                                              (4.4) 

где ПOP  определяется формулой (4.3); 

∑
=

=
n

i
itt PPП

1
 - стоимость портфеля ценных бумаг в конце периода t; 

∑
=

=
n

i
дiPPдП

1
 - стоимость дивидендов, полученных по всем ценным 

бумагам портфеля. 
Формулу (4.4) для оценки доходности портфеля за время t можно 

представить в виде: 

,
1

2211 i
n

i
inn xхххП µµµµµ ∑

=
=+++=                      (4.5) 

где 
ПOP

Px i
i

0=  - ценовая доля инвестиций в ценные бумаги i-го вида; 

iµ  - доходность по всем бумагам i-го вида. 
 

Докажем справедливость формулы (4.5). Для каждой бумаги i-го 
вида ее стоимость )1(

itP  в момент времени t в соответствии с формулой (4.2) 
можно записать: 

.)1()1(
0

)1(
0

)1(
дiiiiit PPPP −+= µ                                    (4.6) 

Умножая равенство (4.6) на ni – количество бумаг i-го вида и 
суммируя по всем видам ценных бумаг, получим: 
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где i
n

i
itit

n

i
i ПPPPn == ∑∑

== 1

)1(

1
 - стоимость портфеля ценных бумаг в конце 

периода t; 

0
1

0
)1(

0
1

ПPPPn
n

i
ii

n

i
i == ∑∑

==
 - начальная стоимость портфеля ценных бумаг; 

дПPPPn
n

i
дiдi

n

i
i == ∑∑

== 1

)1(

1
 - сумма дивидендов, полученных по всем 

ценным бумагам портфеля за период времени t. 
Разделив левую и правую части равенства (4.7) на 0ПP , получим, что 

доходность портфеля ценных бумаг определяется формулой (4.5): 

.
1

0 ∑
=

=
n

i
iixП µµ  
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Стоимость финансовых средств 0iP , инвестируемых в ценные 
бумаги, в начале периода является неслучайной, известной величиной. 
Стоимость бумаг itP  в конце периода времени t определяется рынком 
ценных бумаг и является случайной величиной, поэтому и доходность 
портфеля ценных бумаг Пµ  является случайной величиной. 

Математическое ожидание доходности портфеля ценных бумаг µПт  
называют эффективностью портфеля. Учитывая свойства математического 
ожидания случайных величин для эффективности портфеля, с учетом 
формулы (4.5) получим: 

,
1

21 21 ik
mxmхmхmхm

k

i
inn mmmmm ∑

=
=+++=                      (4.8) 

где 
1µµ  - эффективность ценной бумаги i-го вида ).1( ki ÷=  

 

Величину риска портфеля ценных бумаг оценивают 
среднеквадратическим отклонением доходности портфеля Пµ  от ее 
среднего значения µnµ . 

,)[( 2
µµ µσ nn µM П −=  

где символ ][ХM  обозначает математическую операцию нахождения 
среднего значения. 

Если в портфеле ценные бумаги разных видов можно считать 
независимыми, то по аналогии с формулами (3.18) и (3.19) для оценки 
риска портфеля ценных бумаг можно воспользоваться формулами для 
среднеквадратического отклонения доходности портфеля: 

2

1

2
i

k

i
in x µµ σσ ∑

=
=                                       (4.9) 

и для коэффициента вариации портфеля ценных бумаг: 
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4.3. Портфель из двух видов ценных бумаг 

 
Эффективность и риск портфеля из двух видов ценных бумаг можно 

оценить по формулам: 
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                     (4.11) 
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где 12ρ  - коэффициент корреляции доходностей по ценным бумагам 
первого и второго вида; 

х1 и х2 – ценовая доля первого и второго вида ценных бумаг. 
Коэффициент вариации портфеля, состоящего из двух видов ценных 

бумаг, можно определить по формуле: 

.
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1
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µ
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xxxx
µ

k
n

n
ВП +

++
==                      (4.12) 

На рис. 4.1а приведены зависимости эффективности портфеля 
ценных бумаг 

1
/ µµ µµn  и рисков портфеля ценных бумаг 22

1
/ µµ σσ n  от 

ценовой доли бумаг первого вида х1 при .012 =ρ  Зависимость 
1

/ µµ µµn  от 
х1 приведена на рис. 4.1а пунктирной линией при трех значениях 
отношения эффективностей ценных бумаг второго и первого вида: 

 
1. ;3,0/

12
=µµ µµ               2. ;5,0/

12
=µµ µµ                 3. .7,0/

12
=µµ µµ  

 
Эта зависимость имеет линейный характер. Эффективность портфеля 

ценных бумаг изменяется от 
2µµ µµn =  при х1=0 до 

2µµ µµn =  при х1=1. 

Зависимость отношения 22
1

/ µµ σσ n , характеризующего риски портфеля 
ценных бумаг, от х1 приведена на рис. 4.1а сплошными линиями при трех 
значениях отношения: 

 
1. ;3,0/ 22

12 =µµ σσ               2. ;5,0/ 22
12 =µµ σσ                 3. .7,0/ 22

12 =µµ σσ  

 
Из приведенных графиков видно, что риск портфеля ценных бумаг 

двух видов µσ п  при определенном оптимальном значении ценовой доли 
бумаг х1 может иметь минимальное значение. Так например, при 

7,0/ 22
12 =µµ σσ  минимальное значение 22

1
/ µµ σσ n  при х1=0,4 будет равно 

0,412. При оптимальном значении х1 выполняется соотношение 
,7,0412,0 22222

1121 µµµµµ σσσσσ <=<=n  т. е. при оптимальном распределении 
ценовой доли бумаг риск портфеля ценных бумаг двух видов будет 
меньше, чем риски ценных бумаг первого и второго видов (см. п. 3.3.1). 

На рис. 4.1б приведены зависимости коэффициента вариации 
портфеля ценных бумаг 

1
/ ВВП kk  от ценовой доли бумаг первого вида х1 

при 0,5,0/ 12
22

12
== ρσσ µµ  и при трех значениях отношения: 

1. ;2,0/
12
=µµ µµ               2. ;5,0/

12
=µµ µµ                 3. .8,0/

12
=µµ µµ  
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Рис. 4.1. Зависимость риска независимых бумаг двух видов от ценовой доли 

бумаг первого вида 
 
Из приведенных графиков видно, что при определенных 

оптимальных значениях х1 имеют место минимальные значения 
коэффициента вариации портфеля ценных бумаг. При ,

12 µµ µµ =  когда 
эффективности ценных бумаг первого и второго вида одинаковы, 
минимальное значение коэффициента вариации портфеля ВПk  ценных 
бумаг будет при ценовых долях бумаг первого х1 и второго х2 вида, 
определяющихся формулами (3.21), а минимальное значение minВПk  
определится формулой (3.22). 

Оптимальные значения распределения ценовых долей бумаг х1 и х2, 
обеспечивающие минимальное значение риска портфеля min]/[ 22

1mm σσ П  
(рис. 4.1а), также могут быть определены по формулам (3.21). 
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При 
12 µµ µµ ≠  оптимальные значения распределения ценовых долей 

бумаг первого х1 и второго вида х2 могут быть найдены 
дифференцированием формул (4.11) и (4.12) по х1 и приравниванием 
производной нулю.  

 
Рис. 4.2. Зависимость риска зависимых ценных бумаг двух видов от ценовой 

доли бумаг первого вида 
 

Оптимальное распределение ценовых долей бумаг х1 и х2, 
обеспечивающих минимум среднеквадратического значения рисков minmσ  
портфеля зависимых ценных бумаг, можно определить по формулам: 
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                                       (4.13) 

Графики зависимости отношения 
1

/ µµ σσ п  от ценовой доли бумаг 
первого вида х1 при 707,0/

12
=µµ σσ  приведены пунктирными линиями 

для 5,012 −=ρ  на рис. 4.2а и для 5,012 =ρ  на рис. 4.2б. Из рисунков видно, 
что при отрицательных значениях коэффициента корреляции ценных 
бумаг имеет место оптимальное распределение ценовых долей бумаг х1 и 
х2 (формула (4.13). При положительных значениях коэффициента 
корреляции ценных бумаг 5,012 >ρ  минимума значения пµσ  не 
наблюдается.  

Сплошными линиями на рис. 4.2а и б приведены зависимости 
отношения 

1
/ ВВП kk от ценовой доли бумаг первого вида х1 при 

5,0/ 22
12
=µµ σσ  и при 2,0/

12
=µµ µµ  (кривая 1) и 7,0/

12
=µµ µµ  (кривая 2). 

Из приведенных графиков видно, что оптимальные значения х1 и х2, 
обеспечивающие минимумы minпmσ  и minBПk  не совпадают. 

Оптимальное распределение ценовой доли бумаг первого и второго 
вида, обеспечивающее минимум коэффициента вариации портфеля ценных 
бумаг ,minBПk  может быть рассчитано по формулам: 
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                (4.14) 

 
4.4. Портфель из m-независимых ценных бумаг 

 
Для независимых ценных бумаг парные коэффициенты корреляции 

доходностей этих ценных бумаг равны нулю: 
,0=ijρ  при .1;1 mjmiji ÷=÷=≠   
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В этом случае риск портфеля этих ценных бумаг определяется 
формулой: 

,
1

22∑
=

=
m

i
iп x

imm σσ  

где 
iµσ  - риски доходностей ценных бумаг i-го вида, определяющиеся 

среднеквадратическим значением доходностей; хi – ценовая доля бумаг              
i-го вида. 

Определим структуру портфеля ценных бумаг минимального риска 
minпmσ . Эта же структура портфеля ценных бумаг обеспечивает минимум 

,2
пµσ  поэтому оптимальное распределение ценовых долей ценных бумаг 

будем искать из условия: 

;minmin
1

222 ∑
=

=
m

i
ixпx

x
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ii
mm σσ   при  .1

1
=∑

=

m

i
ix                   (4.15) 

Данная задача нахождения оптимального распределения nixi ÷=1  
может быть решена с помощью функции Лагранжа. Для задачи, 
формализуемой условиями (4.15), функция Лагранжа имеет вид: 
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Для нахождения оптимальных значений ,1; miхi ÷=   
обеспечивающих минимум 2

пµσ , составим систему уравнений из 
производных функции Лагранжа по iх  и λ. 
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                                      (4.16) 

Для получения конкретных результатов далее ограничимся 
портфелем, состоящим из четырех видов бумаг m = 4. В этом случае 
система уравнений (4.16) будет включать пять уравнений, четвертое из 
которых будет иметь вид: 
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Последовательно вычитая из первого уравнения второе, затем третье 
и затем четвертое, получим: 
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Определим из этих уравнений значения х2; х3 и х4 
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Подставим эти значения в пятое уравнение системы (4.16), получим: 
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Отсюда для х1 получим: 
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С учетом формул (4.17) для ценовых долей бумаг второго, третьего и 
четвертого видов получим: 
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        (4.19) 

Минимальное значение риска портфеля из четырех видов ценных 
бумаг определится формулой: 
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а средняя доходность такого портфеля будет равна: 
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Пример 4.1. Для портфеля из четырех видов ценных бумаг со 
средней доходностью 

i
mm  и рисками ,

iµσ  соответственно равными: 
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найти оптимальную структуру портфеля минимального риска, его риск 

nµσ  и среднюю доходность nmm . 
Решение: По формулам (4.19) находим оптимальные значения 

ценовых долей бумаг каждого вида. 
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По формуле (4.20) определяем минимальное значение риска 
портфеля ценных бумаг: 

.087,0
0724,0
0063,0

103825,52
7,045,02,01,0

4min ==
⋅

⋅⋅⋅
=

−пmσ  

Для средней доходности такого портфеля получим: 
.0655,02,00155,015,00374,01,01894,005,07577,0 =⋅+⋅+⋅+⋅=nmm  

Из приведенных расчетов видно, что риск портфеля оказался 
меньше, чем риск наименее рискованных бумаг первого вида ,

1µµ σσ <п  а 
средняя доходность (эффективность) портфеля ценных бумаг оказывается 
больше, чем доходность бумаг первого вида .

1µµ µµ п <  Таким образом, 
для оптимального портфеля минимального риска коэффициент вариации 

портфеля ценных бумаг равен ,33,1
0655,0
087,0/ ≈== пп mk nB mmσ  и это значение 

меньше, чем коэффициент вариации наименее рискованных бумаг первого 

вида .2
05,0
1,0/

111
=== µµσ µkB  

 
4.5. Портфель минимального риска при заданной его эффективности 

 
Рассмотрим портфель из двух видов бумаг, эффективность которых 

удовлетворяет условию .
12 µµ µµ <  Требуемая эффективность такого 

портфеля может быть задана в виде: 
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,1

,

21

21 21

=+

≥+=

хх

mmхmхm трп mmmm                                (4.21) 

где значение трmm  может быть задано в пределах .
12 µµµ µµµ тр ≤≤  

Сделав замену переменной ,1 12 хх −=  структуру портфеля, 
удовлетворяющую условию (4.21), можно определить в виде: 

.0

1

2

1

21

1

21

1

≥≥
−

−

−

−
≥≥

х
mm
mm

mm
mm

х

тр

тр

mm

mm

mm

mm

                                     (4.22) 

При задании эффективности портфеля в виде равенства в уравнении 
(4.21) .трn mm mm =  Структура портфеля определена однозначно: 

.
21

1

21

2

2

1

µµ

µµ

µµ

µµ

µµ
µµ

х

µµ
µµ

х

тр

тр

−

−
=

−

−
=

                                     (4.23) 

В этом случае риск портфеля из двух видов бумаг однозначно 
определится формулой. 

.)1(2)1(
2121 1112

22
1

22
1

2
µµµµµ σσρσσσ ххххn −+−+=          (4.24) 

При задании эффективности портфеля в виде неравенства (4.21) 
структура портфеля минимального риска определяется наименьшим 
значением функции (4.24) на интервале значений х1, заданных 
неравенством (4.22). Для нахождения наименьшего значения функции 
(4.24) на интервале (4.22) необходимо: 

1) Приравнять производную функции (4.24) по х1 нулю и из 
решения полученного уравнения определить значение ,1optх  при котором 
обеспечивается минимум риска портфеля ценных бумаг .minпmσ  

2) Если вычисленное значение optх1  удовлетворяет неравенству: 

,1
21

2
1

µµ

µµ

µµ
µµ

х тр
opt −

−
>>                                      (4.25) 

то это значение optх1  является решением поставленной задачи. Ценовая 
доля бумаг второго вида находится из условия .1 12 optхх −=  

3) Если вычисленное значение optх1  не удовлетворяет неравенству 
(4.25), то значение х1, обеспечивающее минимальный риск при заданной 
эффективности, определяется значением одной из границ интервала (4.25). 
Значение optх1 , обеспечивающее минимум ,2

пµσ  определяется формулой: 
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.
22

22

12
1

2

2

1

12
2

1

2112
2
2

2
1

2112
2
1

2

12
1

2

2

1

12
1

2

2112
2
2

2
1

2112
2
2

1

ρ
σ
σ

σ
σ

ρ
σ
σ

σσρσσ
σσρσ

ρ
σ
σ

σ
σ

ρ
σ
σ

σσρσσ
σσρσ

−+

−
=

−+
−

=

−+

−
=

−+
−

=

opt

opt

х

х

                  (4.26) 

Из формул (4.26) и условий 0,0 21 >> xх  следует, что минимальное 
значение риска портфеля minпmσ  существует при значениях коэффициента 
корреляции: 

.1

1

21
2

1
12

12
1

2
12

σσ
σ
σρ

σσ
σ
σρ

<<<−

<<<−

при

при
                                       (4.27) 

 
Пример 4.2. Определить стоимостные доли х1 и х2 портфеля ценных 

бумаг двух видов, обеспечивающие минимальный риск портфеля при 
заданной его эффективности ,14,0=≥ трn mmm  если эффективности и 
риски бумаг первого и второго вида соответственно равны 

.1,0,2,0;08,0,1,0
2211
==== µµµµ σσ µµ  

Решение. Определим диапазон возможных значений стоимостной 
доли бумаг первого вида в соответствии с условием (4.21): 

.)(

,)1(

221

21

1

11

µµµ

µµµ

µµµµх

µµхµхµ

тр

трn

−≥−

≥−+=
 

Так как по условию задачи ,0
21
<− µµ µµ  то для х1 получим: 

.14,0
6,00

1,0
06,00

2

1

1
21

2

≤≤
≤≤

−
−

=
−

−
≤≤

х
х

mm
mm

х тр

mm

m

                                   (4.28) 

По формулам (4.26) определим значения optх1  и optх2 , 
обеспечивающие минимальный риск портфеля ценных бумаг при двух 
различных значениях коэффициента корреляции доходностей ценных 
бумаг. Из условий (4.27) следует, что при заданных рисках ценных бумаг 
оптимальные значения optх1  и optх2  существуют для коэффициентов 
корреляции, принимающих значение в интервале: 
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.8,01 12 <<− ρ  
Вычислим значения optх1  и optх2  для коэффициента корреляции 

4,012 =ρ : 

68,0
008,08,001,00064,0

008,04,001,0
1 =

⋅−+
⋅−

=optх   

.32,068,011 12 =−=−= optopt хх  
Для коэффициента корреляции 8,012 −=ρ  оптимальная структура 

портфеля ценных бумаг двух видов определится значениями: 

562,0
008,06,101,00064,0

008,08,001,0
1 =

⋅++
⋅+

=optх   

.438,0562,011 12 =−=−= optopt хх  
Из приведенных расчетов видно, что при 8,012 −=ρ  значения optх1  и 

optх2  удовлетворяют неравенствам (4.28). Значит, структура портфеля 
минимального риска при его заданной эффективности определяется 
следующими значениями ценовых долей бумаг первого и второго вида: 

;562,01 =х  438,02 =х . При этих значениях эффективность портфеля бумаг 
будет равна:  

,1438,02,0438,01,0562,0 трn mm >=⋅+⋅=m  
а минимальный риск портфеля ценных бумаг будет иметь значение: 

.0346,0]008,032,068,06,101,0)32,0(0064,0)68,0[( 2/122 =⋅⋅⋅−⋅+⋅=nµσ  
При 4,012 =ρ  вычисленные функции optх1  и optх2  не удовлетворяют 

неравенствам (4.28). Это значит, что оптимальная структура портфеля 
ценных бумаг, обеспечивающая минимум nµσ  при его заданной 
эффективности, определяется одной из границ интервала (4.28). 

При 01 =х  и 12 =х  для значений nmm  и nµσ  получим: 

.1,0

2,0

2

2

==

>==

µµ

µµ

σσ n

трn µµµ
 

При 6,01 =х  и 4,02 =х  эффективность и риск портфеля ценных 
бумаг определяются значениями:  

.074,0]008,04,06,08,001,0)4,0(0064,0)6,0[(

142,04,01,06,0
222 ≈⋅⋅⋅++=

==⋅+⋅=

n

трn mm

m

m

σ
 

Таким образом, при 4,012 =ρ  оптимальная структура портфеля 
ценных бумаг, обеспечивающая минимальный риск портфеля при 
заданной его эффективности, определяется значениями 6,01 =х  и 4,02 =х . 

Рассмотрим методику определения структуры портфеля ценных 
бумаг, состоящего из трех видов независимых бумаг, обеспечивающей 
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минимальный риск портфеля при заданной его эффективности. Данную 
задачу можно представить в формализованном виде: 

[ ]










=++
=++=

++=

,1

min

321

321

22
3

22
2

22
1

2
;;

321

321
321

ххх
mmxmxmxm

xxx

трn

nxxx

mmmm

mmmm σσσσ

                                   (4.29) 

где выполняются соотношения:  

.
13

123

µµ

µµµ

µµµ

µµµ

тр <<

<<
 

Сделаем замену переменных 213 1 ххх −−=  получим: 
трmmхmхmmxmx =−−++

33321 2121 mmmmm  
отсюда для 1х  получим: 

,21

21
31

32

31

3

BxAx

mm
mm

x
mm
mm

х тр

−=

−

−
−

−

−
=

mm

mm

mm

m

                                  (4.30) 

где ;
31

3

µµ

µ

µµ
µµ

A тр

−

−
=  .

31

32

µµ

µµ

µµ
µµ

B
−

−
=  

После подстановки соотношений 213 1 ххх −−=  и 21 BхAх −=  в 
формулу (4.29) для риска портфеля ценных бумаг получим: 

.])1(1[)( 2
2

22
2

22
2

2
321 µµµµ σσσσ хBAхBхAn −+−++−=  

Дифференцируя данное уравнение по х2 и приравнивая производную 
нулю, получим: 

).1(2)(2])1(222[ 22222222
2 331321

BAABBBx −−++=−++ µµµµµµ σσσσσσ  
Отсюда для оптимального значения ценовой доли бумаг второго 

вида в портфеле из трех видов бумаг получим: 

.
2)()(

).1()(
222222

222

2
33231

331

µµµµµ

µµµ

σσσσσ

σσσ

BB

BAAB
x opt

−+++

−−++
=  

С учетом равенств 21 BхAх −=  и 213 1 ххх −−=  для оптимальных 
значений ценовых долей бумаг первого, второго и третьего вида получим: 
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.
2)()(
)1()(

2)()(

).1()(

2)()(

).1()(

222222

22

3

222222

222

2

222222

2222

1

33231

21

33231

331

33231

3332

µµµµµ

µµ

µµµµµ

µµµ

µµµµµ

µµµµ

σσσσσ

σσ

σσσσσ

σσσ

σσσσσ

σσσσ

BB
AABB

x

BB
BABA

x

BB
BBABA

x

opt

opt

opt

−+++

−+−
=

−+++

−−++⋅
=

−+++

−−−+
=

                       (4.31) 

Структура портфеля, определяющаяся ценовыми долями бумаг optx1 , 

optx2  и optx3  (формулы (4.31), обеспечивает минимум риска портфеля 
ценных бумаг при заданной его эффективности (4.29). 

Пример 4.3. Портфель состоит из трех видов независимых ценных 
бумаг, эффективность и риски которых имеют соответственно значения 

.05,0,1,0;1,0,16,0;16,0,2,0
332211
====== µµµµµµ σσσ µµµ   

Определить структуру портфеля ценных бумаг optx1 , optx2  и ,3optx  
обеспечивающую минимальный риск портфеля при его заданной 
эффективности 15,0=трm .  

Решение. По формулам (4.30) определим значение коэффициентов А 
и В: 

.6,0
1,02,0
1,016,0

5,0
1,02,0
1,015,0

31

32

31

3

=
−
−

=
−

−
=

=
−
−

=
−

−
=

µµ

µµ

µµ

µ

µµ
µµ

B

µµ
µµ

A тр

  

По формулам (4.31) определяем оптимальные значения ценовых 
долей ценных бумаг первого, второго и третьего вида: 

.3332,0
039232,0
013072,0

039232,0
)5,01()1,0()5,06,0()16,0(6,0

417,0
039232,0
01636,0

)05,0(6,02)05,0()1,0(])05,0()16,0[()6,0(
)6,05,01()05,0(])05,0()16,0[(6,05,0

2498,0
039232,0

0098,0
)05,0(6,02)05,0()1,0(])05,0()16,0[()6,0(

)6,01(6,0)05,0(6,05,0])05,0()1,0[(5,0

22

3

222222

222

2

222222

222

1

≈≈
−+−

=

≈≈
⋅−+++
−−++⋅

=

≈≈
⋅−+++
−⋅−+

=

opt

opt

opt

x

x

x

 

Правильность вычисления значений optx1 , optx2  и optx3  можно 
проверить по формулам: 

.13332,0417,02498,0;1

2498,0417,06,05,0

321

21

=++=++

=⋅−=−=

optoptopt

optopt

xxx

BxAx
 

Вычислим эффективность портфеля ценных бумаг: 

https://t.me/freebusta_links


105 
 

.15,01,03332,016,0417,02,02498,0 трп mm ==⋅+⋅+⋅=m  
Вычислим риск портфеля ценных бумаг: 

.06,00036,0])05,0()3332,0(

)1,0()417,0()16,0()2498,0[(][
2/122

22222/12
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1

≈≈+

++=++= σσσσµ xxxп  

 
4.6. Портфель максимальной эффективности при заданном его риске 

 
Рассмотрим портфель, состоящий из двух видов бумаг. Задача 

нахождения структуры портфеля )( 21 хх и , обеспечивающей его 
максимальную эффективность при заданном риске, может быть записана в 
виде: 










=+
≤++=

+=

.1
2

][max

21

2
2112

22
2

22
1

2
2211

;

2121

21

хх
хххх

mxmxm

трп

xx
п

σσσρσσσ mmmmm

mmm

                (4.32) 

Из второго уравнения (4.32) можно определить две пары значений 
.; )2(

2
)2(

1 хх  Для этого сделаем замену переменной 12 1 хх −=  

.0)2(2)2(

)1(2)1(
22

12
2

112
222

1

2
1112

2
1

22
1

22122121

211

=−+−−−+

=−+−+

тр

тр

хх

хххх

σσσσρσσσρσσ

σσσρσ

µµµµµµµµ

µµµ
 

Из решения данного уравнения находим: 
,1

)2,1(
1 Dхх opt ±=                                            (4.33) 

где 

.
)2(

)1()2(

2

2
12

22

2
12

22
12

222

12
22

12
2

1

2121

212121

2121

212

µµµµ

µµµµµµ

µµµµ

µµµ

σσρσσ

ρσσσσρσσσ

σσρσσ

σσρσ

−+

−−−+
=

−+

−
=

тр

opt

D

x

            (4.34) 

Значения )2,1(
2х  находим из условия: 

,1 2
)2,1(

1
)2,1(

2 Dххх opt ±=−=  

где .
2

211

212

12
2

2
2

12
2

2
µµµµ

µµµ

σσρσσ

σσρσ

−+

−
=optx                                                            (4.35) 

При значениях optx1  и optx2  риск портфеля ценных бумаг будет 
минимальным (рис. 4.2). При значениях ценовых долей бумаг первого и 
второго вида: 

 ,; 2
)1(

21
)1(

1 DххDхх optopt −=+=                              (4.36) 
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а также при  

DххDхх optopt +=−= 2
)2(

21
)2(

1 ;                              (4.37) 

риск портфеля ценных бумаг 2
пµσ  будет равен заданному значению .2

трσ  
Второе неравенство в выражении (4.32) будет выполняться, когда 

значения 1х  и 2х  будут соответствовать условиям: 

.222

111

DххDх

DххDх

optopt

optopt

+≤≤−

+≤≤−
 

Из рис. 4.1а видно, что эффективность портфеля ценных бумаг двух 
видов пmm  изменяется линейно при изменении 1х  от 0 до 1. Из этого 
следует, что в зависимости от соотношения значений 

1µµ  и 
2µµ  портфель 

максимальной эффективности при заданном риске обеспечивается при 
структуре портфеля, определяющейся формулами (4.36) или (4.37). 

Пример 4.4. Портфель ценных бумаг состоит из двух видов 
коррелированных (зависимых) бумаг со следующими значениями 
эффективности и риска: ,16,0

1
=µµ  ;2,0

1
=µσ  ,08,0

2
=µµ  ;06,0

2
=µσ  

.5,012 −=ρ  Определить структуру портфеля ценных бумаг максимальной 
эффективности при заданном его риске .055,0=< трп σσµ  

Решение. Определим значения optx1  и optx2 , при которых 
обеспечивается минимальный риск портфеля ценных бумаг:  

.827,0
0556,0
046,0

2,006,05,02)06,0()2,0(
2,006,05,0)2,0(

173,0
0556,0
0096,0

2,006,05,02)06,0()2,0(
2,006,05,0)06,0(

22

2

2

22

2

1

≈≈
⋅⋅⋅++

⋅⋅+
=

≈≈
⋅⋅⋅++

⋅⋅+
=

opt

opt

x

x
 

Определим минимальное значение риска портфеля ценных бумаг и 
его эффективность: 

.94,008,0827,016,0173,0
044,0]001942,0[

]06,02,0827,0173,05,02)06,0()827,0()2,0()173,0[(
2/1

2/12222

≈⋅+⋅=
≈=

=⋅⋅⋅⋅⋅−+=

п

п

mm

mσ

 

Определим значение дискриминанта D: 

.14,0;01947,0
00309136,0
00006019,0

]06,02,05,02)06,0()2,0[(
)5,01()06,02,0(]06,02,05,02)06,0()2,0[()055,0(

222

22222

≈==

=
⋅⋅⋅++

−⋅−⋅⋅⋅++
=

D

D
 

По формулам (4.36) и (4.37) определяем границы интервалов 
возможных значений ценовых долей бумаг: 
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.967,014,0827,0

033,014,0173,0

687,014,0827,0

313,014,0173,0

)2(
2

)2(
1

)1(
2

)1(
1

=+=

=−=

=−=

=+=

х

х

х

х

 

Определим риск и эффективность портфеля ценных бумаг при 
313,01 =х  и :687,02 =х  

.105,008,0687,016,0313,0
055,0]003037,0[

]06,02,0687,0313,05,02)06,0()687,0()2,0()313,0[(
2/1

2/12222

≈⋅+⋅=
≈=

=⋅⋅⋅⋅⋅−+=

п

п

mm

mσ

 

При ценовых долях бумаг 033,01 =х  и 967,02 =х  для риска и 
эффективности портфеля ценных бумаг получим значения: 

.083,0

055,0

≈

≈

п

п

mm

mσ  

Из приведенных расчетов следует, что портфель максимальной 
эффективности при заданном риске обеспечивается при ценовых долях 
ценных бумаг, равных 313,01 =х  и .687,02 =х  При этом эффективность 
портфеля равна ,105,0=пmm  а риск, определяемый коэффициентом 

вариации, будет равен .524,0
105,0
055,0/ === пп mkВП mmσ  

Для оптимального портфеля по критерию минимума 
среднеквадратического отклонения доходности портфеля пµσµin  при 

173,01 =optx  и 827,02 =optx  эффективность портфеля равна ,94,0=
optпmm  а 

риски, оцениваемые коэффициентом вариации, равны 

.468,0
94,0
044,0

==ВПoptk  Таким образом, переход от оптимального по пµσµin  

портфеля к портфелю с максимальной эффективностью увеличивает риски 

по коэффициенту вариации в 12,1
468,0
524,0/ ≈=ВПoptВП kk  раза. Но 

эффективность портфеля также возрастает 12,1
094,0
105,0/ ≈=

optпп mm mm  раза. 

 
Контрольные вопросы и задания 

 
1. Виды ценных бумаг. 
2. Характеристики ценных бумаг и их классификация. 
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3. Доходность ценной бумаги. Нарицательная стоимость (номинал) и 
рыночная стоимость ценной бумаги. 

4. Доходность портфеля ценных бумаг. 
5. Доходность и риск ценной бумаги в условиях изменения ее 

рыночной стоимости. Эффективность ценной бумаги и портфеля ценных 
бумаг. Количественная оценка риска портфеля ценных бумаг. 

6. Портфель из двух видов ценных бумаг. Зависимость 
эффективности пmm , ВПk  от ценовой доли бумаг х1 при ρ = 0. 

7. Зависимость показателей риска портфеля из двух видов ценных 
бумаг пµσ , ВПk  от коэффициента корреляции бумаг первого и второго 
вида. 

8. Определить оптимальное распределение ценовых долей бумаг 
первого и второго вида х1 и х2, обеспечивающие минимум 
среднеквадратического значения рисков minпmσ  портфеля бумаг двух 
видов, при следующих значениях их доходностей и рисков ;1,0

1
=µµ  

;07,0
2
=µµ  ;15,0

1
=µσ  ;05,0

2
=µσ  .3,012 −=ρ  

Для вычисленных значений х1 и х2 определить эффективность пmm  и 
показатель риска пµσ  и ВПk  портфеля ценных бумаг. 

9. Определить оптимальное распределение ценовых долей бумаг 
первого и второго вида х1 и х2, обеспечивающее минимум коэффициента 
вариации minВПk  портфеля бумаг двух видов, при следующих значениях их 
доходностей и рисков: ;1,0

1
=µµ  ;07,0

2
=µµ  ;15,0

1
=µσ  ;05,0

2
=µσ  

.3,012 −=ρ  
Для вычисленных значений х1 и х2 определить эффективность пmm  и 

показатель риска пµσ  и ВПk  портфеля ценных бумаг. Сравнить результаты 
вычисления пmm ; пµσ  и ВПk  в заданиях 8 и 9, сделать выводы. 

10. Для портфеля из четырех видов независимых ценных бумаг со 
средними доходностями imm  и рисками ,iµσ  соответственно равными 

;07,0
1
=µµ  ;05,0

1
=µσ     ;1,0

2
=µµ      ;1,0

2
=µσ   

;15,0
3
=µµ  ;3,0

3
=µσ     ;12,0

4
=µµ      .2,0

4
=µσ   

Найти оптимальную структуру портфеля (х1; х2; х3; х4) минимального 
риска. Для оптимальной структуры портфеля определить значения minпmσ  
и пmm . 

11. Определить стоимостные доли х1 и х2 портфеля ценных бумаг 
двух видов, обеспечивающие минимальный риск портфеля при заданной 
его эффективности 115,0≥трпm , если эффективность и риск бумаг первого 
и второго вида соответственно равны ,08,0

1
=µµ  ;1,0

1
=µσ  ,18,0

2
=µµ  
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,15,0
2
=µσ  при двух значениях коэффициента корреляции ценных бумаг 

,012 =ρ  .8,012 −=ρ  
12. Для портфеля, состоящего из трех видов независимых ценных 

бумаг, эффективность и риск которых имеют соответственно значения 
,1,0

1
=µµ  ;08,0

1
=µσ  ,08,0

2
=µµ  ;08,0

2
=µσ  ,05,0

3
=µµ  03,0

3
=µσ , 

определить структуру портфеля ценных бумаг х1, х2, х3 обеспечивающую 
минимальный риск портфеля 

minmσ п  при его заданной эффективности  
.07,0=

тр
mm   

13. Для портфеля, состоящего из двух видов зависимых бумаг со 
следующими значениями эффективности риска: ,1,0

1
=µµ  ;1,0

1
=µσ  

,08,0
2
=µµ  ;05,0

2
=µσ  ,04,012 −=ρ  определить структуру портфеля ценных 

бумаг максимальной эффективности при заданном риске портфеля 
.04,0≤пµσ  
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5. Облигации 
 

5.1. Основные понятия и характеристики доходности облигаций 
 
Облигация – это ценная бумага, обеспечивающая ее обладателю 

оговоренный доход в связи с предоставлением обладателем облигации ее 
эмитенту займа на фиксированный, как правило, длительный срок. 
Облигации являются эмиссионными ценными бумагами, выпускаемыми 
эмитентом для заимствования денежных средств. Эмитентами облигаций 
могут быть государство (федеральные или региональные органы 
исполнительной власти), муниципалитеты, корпорации, финансовые или 
коммерческие учреждения. 

Доход по облигациям обычно ниже, чем доход по другим ценным 
бумагам, но в то же время он более стабилен, так как облигацией 
гарантируется выплата ее владельцу определенной суммы денег на дату ее 
погашения. Эта сумма денег называется номинальной стоимостью, которая 
обычно указывается на облигации. Кроме номинальной стоимости, 
облигации характеризуются следующими параметрами: 

− дата выпуска облигации ot ; 
− время обращения облигации с момента ее выпуска Т; 
− дата погашения ;Tto +  
− срок до погашения облигации ,tTtt oп −+=  где t – текущая дата; 
− номинальная стоимость облигации NP  - это сумма денег, 

выплачиваемая владельцу облигации на дату погашения. Номинальная 
стоимость обычно указывается на облигации; 

− выкупная стоимость - указывается, если она отличается от 
номинальной стоимости; 

− купонный доход (С) – это постоянные платежи, выплачиваемые 
владельцу облигации ежегодно по купонной ставке. Купонный доход 
определяется произведением ,NсPС =  где с – годовая купонная ставка 
дохода. Если купонные выплаты не предусмотрены, такую облигацию 
называют бескупонной. 

 
5.2. Текущая стоимость, текущая доходность и доходность                               

к погашению облигации 
 
Текущая стоимость облигации – это ее стоимость в некоторый 

текущий момент времени t. Эта стоимость определяется потоком 
купонных платежей за время tп и номинальной стоимостью облигации, 
дисконтированной к текущему моменту времени t. Если срок до  

https://t.me/freebusta_links


111 
 
погашения облигации tп кратен одному году (tп /Тг = n), то текущую 
стоимость облигации можно определить по формуле: 

.
)1()1(1

n
N

n

k
kt i

P
i

CP
+

+
+

= ∑
=

                                      (5.1) 

Первое слагаемое в данной формуле есть приведенная к текущему 
моменту времени tп стоимость простой годовой ренты с платежами                 
С = сРN. Поэтому формулу (5.1) в соответствии с формулой (2.6) можно 
записать в виде: 

.
)1(

)1(1
n

N
n

Nt i
P

i
iсРP

+
+

+−
=

−
                                      (5.2) 

Для бескупонной облигации с = 0, и текущая стоимость облигации 
определяется ее дисконтированной номинальной стоимостью: 

.
)1( n

N
t i

PP
+

=  

Для сравнения многих облигаций, имеющихся на рынке ценных 
бумаг, потенциальный инвестор оценивает облигации по различным 
показателям доходности. В качестве таких показателей доходности 
используются средний срок поступления дохода, дюрация облигации, 
выпуклость облигации. Основными показателями, которые будут 
рассмотрены в данном параграфе, является текущая доходность и 
доходность к погашению. 

После выпуска облигации поступают на рынок ценных бумаг, где 
они свободно продаются и покупаются. Если облигация продается по 
номинальной стоимости NP , то единственным измерителем ее доходности 
является купонная процентная ставка. При продаже облигаций по 
рыночной цене V, которая не совпадает с текущей стоимостью tP , 
рассчитанной по формуле (5.2), для характеристики текущей стоимости 
облигации используется понятие текущего курса облигации K. 

%.100⋅=
NP

VK                                          (5.3) 

Текущая доходность облигации "p" определяется отношением 
купонных выплат С к рыночной цене V облигации: 

.
K
c

V
cP

V
Сp N ===                                          (5.4) 

Если купонные выплаты производятся r раз в году по ставке с/r, то и 
в этом случае текущая доходность облигации определяется формулой 
(5.4). Из формулы (5.4) следует, что если рыночная цена, по которой 
продана облигация, меньше ее номинальной стоимости )1;( << KPV N , 
текущая доходность облигации больше купонной ставки ).( cp >  Если курс 
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облигации на момент покупки больше единицы )( NPV > , текущая 
доходность облигации будет меньше купонной ставки ).( cp <  

Если купонные выплаты по облигации непостоянны, т. е. 
изменяются во времени и известны величины годовой купонной ставки "сj" 
при ,1 nj ÷=  можно определить среднюю текущую доходность облигации. 

.1
1 V

Pc
n

p N
n

j
jср ∑

=
=                                          (5.5) 

Текущая доходность, определяемая по формуле (5.4), имеет 
существенный недостаток, так как не учитывает часть дохода, 
определяемую вторым слагаемым в формуле (5.2) и характеризующую 
изменение стоимости облигации к концу срока ее реализации. При этом 
облигации с нулевым купонным доходом (бескупонные) будут иметь 
нулевую текущую доходность, определяемую по формуле (5.4). 

Более информативной является оценка доходности облигации к 
погашению, обозначаемой "p". Когда текущая стоимость облигации tP  не 
совпадает с рыночной стоимостью V, эта рыночная стоимость может быть 
определена по формуле (5.2) при замене годовой процентной ставки "i" на 
доходность облигации к погашению ρ.  

.)1()1(1 n
N

n

N PcPV −
−

++
+−

= ρ
ρ
ρ                            (5.6) 

Поделив обе части этого уравнения на номинальную стоимость 
облигации NP , получим аналогичную формулу для текущего курса 
облигации 

.)1()1(1 n
n

cK −
−

++
+−

= ρ
ρ
ρ                            (5.7) 

 
Рис. 5.1. График зависимости текущего обменного курса облигации при купонной 

ставке с = 0,1 и сроке погашения 3 и 4 года 
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При известной рыночной цене облигации или текущем обменном 
курсе можно найти доходность облигации к погашению ρ. На рис. 5.1 
приведен график зависимости текущего обменного курса облигации при 
купонной ставке 1,0=с  и сроке до погашения "n", равном 3 и 4 года. 

Из приведенного графика и формулы (5.7) видно, что при текущем 
обменном курсе облигации 1+= cnK  ее доходность к погашению будет 
равна нулю, при 1=K  доходность облигации к погашению будет равна 
годовой купонной ставке .c=ρ  

Из графиков, приведенных на рис. 5.1, следует: 
− если рыночная цена облигации больше ее номинальной стоимости 
)1( >K , то доходность облигации к погашению меньше купонной ставки; 
− если рыночная цена облигации меньше номинальной стоимости 

облигации, то доходность облигации к погашению больше купонной 
ставки. 

Из сравнения графиков при разных сроках до погашения облигации 
можно сделать следующий вывод. 

При одинаковых текущих курсах облигаций с разными сроками до 
погашения и при 1>K  бόльшую доходность к погашению имеют 
облигации с бόльшим сроком до погашения, а при 1<K  бόльшую 
доходность к погашению имеют облигации с меньшим сроком погашения. 

 
5.3. Средний срок поступления дохода 

 
Средний срок поступления дохода – это среднее взвешенное 

значение сроков поступления всех видов платежей, где в качестве весов 
берутся суммы платежей. Средний срок поступления дохода по облигации 
определяется аналогично среднему сроку финансового потока: 

,

0

0

∑

∑

=

== n

i
i

n

i
ii

cp
P

Pt
t                                                      (5.8) 

где iP  - размер i-го платежа; 
ti – срок i-го платежа, определяется временем, прошедшим от начала 

финансового потока до момента i-го платежа. 
Финансовый поток выплат по облигации номинальной стоимостью 

NP  с купонной ставкой "с" можно представить на рис. 5.2. 
В соответствии с формулой (5.8) и рис. 5.2 для среднего срока 

поступления дохода по облигации получим: 
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.
1

1

1

+
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=

∑
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=
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ttc
t

PncP

PtcPt
t

n

i
ni

cp

NN

n

i
NnNi

cp
                                               (5.9) 

 

 
Рис. 5.2. Финансовый поток выплат по облигации номинальной стоимостью PN с 

купонной ставкой "с" 
 

Если купонные выплаты осуществляются один раз в конце каждого 
года, тогда сроки i-х платежей будут кратны одному году 

.;...;3;2;11 nt n
ii ==  

В этом случае ∑
=

n

i
it

1
 является суммой членов единичной 

арифметической прогрессии .
2

)1(
1

∑
=

+
=

n

k

nnk  С учетом этого для среднего 

срока поступления дохода по облигации можно записать: 

.
)1(2
2)1(

+
++

=
nc

nncntcp                                   (5.10) 

 
Рис. 5.3. Графики зависимости среднего срока поступления дохода  

от размера купонной ставки n = 4 и n = 6 

сPN сPN сPN сPN + PN 

t1 

t2 

t3 

tn 
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Из формулы (5.10) видно, что средний срок поступления дохода не 
зависит от номинальной стоимости облигации и полностью определяется 
купонной ставкой и сроком до погашения облигации (n лет). 

На рис. 5.3 приведены графики зависимости среднего срока 
поступления дохода от размера купонной ставки при n = 4 и n = 6. Из 
графиков видно, что увеличение купонной ставки приводит к уменьшению 
среднего срока поступления дохода. 

Рассмотрим случай, когда купонные платежи выплачиваются r раз в 
году по ставке с/r. В этом случае поток выплат по облигации можно 
представить в виде: 
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Для данного финансового потока формула (5.9) может быть записана 
в виде: 
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где 
2

)1(
2

)1(1
1

+
=

+
=∑

=

nrnnrnr
r

t
nr

i
i  - сумма членов арифметической 

прогрессии 
r
nr

rrr
++++ ...321 . 

Окончательно формулу для среднего срока поступления дохода по 
облигациям с r-кратной в году выплатой купонного дохода можно 
записать в виде: 

.
12

2)/1(
+

++
=

nc
nrnсntcp                                               (5.12) 

Если срок до погашения облигации меньше одного года, например, 

,
r
k

T
t

г

n =  где k < r, формула (5.11) будет иметь вид: 
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На рис. 5.4 приведены графики зависимости среднего срока 
поступления дохода в зависимости от кратности выплаты купонного 
дохода, рассчитанные по формуле (5.12) для годовой купонной ставки              
с = 0,1 и сроках до погашения облигации n = 4 и n = 6 лет. Из приведенных 
графиков видно, что увеличение кратности выплаты купонного дохода 
приводит к уменьшению среднего срока поступления дохода. 
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Рис. 5.4.  Графики зависимости среднего срока поступления дохода  

от кратности выплаты купонного дохода 
 
На рис. 5.5 приведены графики зависимости среднего срока 

поступлении дохода в зависимости от размера годовой купонной ставки, 

рассчитанные по формуле (5.13) при значениях 
12
9

=
r
k  и .

12
6

=
r
k  Из 

графиков видно, что увеличение годовой купонной ставки приводит к 
уменьшению среднего срока поступления дохода. 

 

 
Рис. 5.5. Графики зависимости среднего срока поступления дохода  

от размера годовой купонной ставки 
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5.4. Дюрация облигации 
 

Рассмотрим вначале произвольный поток платежей: 
)}.;(),...,;(),;(),0;{( 22110 nn RtRtRttCF =  

Для текущей стоимости потока (в момент времени t0) относительно 
некоторой ставки доходности "у" можно записать: 

.)1()(
1

∑
=

−+=
n

k

t
k

kyRyP  

Продифференцируем данную функцию по "у": 

.)1(
1
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Разделим обе части равенства (5.14) на Р(у) и получим: 
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Если ввести понятие весовых коэффициентов: 

,
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+
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то формулу (5.15) можно записать в виде: 

.
1

1
)(
)(

1
∑
=+

−
=

′ n

k
kkt

yyP
yP ω                                  (5.17) 

Сомножитель ∑
=

n

k
kkt

1
ω  аналогичен формуле (5.8) для среднего срока 

поступления дохода. Отличие состоит в том, что в данном случае весовые 
коэффициенты определяются по размерам платежей, дисконтированным к 
моменту времени t0. 

Этот сомножитель называется дюрацией потока платежей D: 

,
1

∑
=

=
n

k
kktD ω                                            (5.18) 

где kω  определяется формулой (5.16). 
Дюрация определяет средний срок поступления дохода с учетом 

временнόй стоимости денег, так как платежи дисконтируются к моменту 
времени t0. В этом состоит преимущество данной характеристики 
финансового потока перед средним сроком поступления дохода. 

Пример 5.1. Найти средний срок поступления дохода tср и дюрацию 
финансового потока: 

)}300;4(),400;3(),150;2(),200;1(),0;0{(=CF  при ставке доходности y = 12 %. 
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Решение: Для среднего времени поступления дохода по формуле 
(5.8) получим: 

.762,2
300400150200

3004400315022001
=

+++
⋅+⋅+⋅+⋅

=cpt  

Для определения дюрации вычислим вначале дисконтированные 
размеры платежей: 

.52,77365,19072,28458,11957,178)1(

65,19012,1300)1(

72,28412,1400)1(

58,11912,1150)1(

57,17812,1200)1(
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По формуле (5.16) вычислим весовые коэффициенты :kω  

.246,0
52,773
65,190;368,0

52,773
72,284

;155,0
52,773
58,119;231,0

52,773
57,178

43

21

====

====

ωω

ωω
 

Сумма весовых коэффициентов должна быть равна единице: 

.1246,0368,0155,0231,0
1

=+++=∑
=

n

k
kω  

Теперь по формуле (5.18) можем вычислить значение дюрации 
финансового потока: 

.629,2246,04368,03155,02231,01
1

=⋅+⋅+⋅+⋅== ∑
=

n

k
kktD ω  

Из сравнения полученных результатов видно, что дюрация 
финансового потока меньше, чем средний срок поступления дохода. 

Из формул (5.17) и (5.18) можно получить соотношение: 

).1(
)(
)( y

yP
yPD +

′
−=                                  (5.19) 

Эта формула позволяет определить дюрацию облигаций. 
Для облигации с выплатой купонного дохода по купонной ставке "с" 

номинальной стоимостью PN при доходности облигации к погашению ρ ее 
текущая рыночная стоимость V определяется формулой (5.6). 

Определим производную рыночной стоимости облигации по 
доходности к погашению: 
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Вынесем общий множитель 1)1( −+− ρ  за квадратные скобки и 
получим: 

.]1)1)[(1()1()1(()1)(( 2 




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 −++++
−+=+′−

−−
−

ρ
ρρρρρρρ

nn
n

N
ncnPV  

По аналогии с формулой (5.19) дюрацию облигации можно 
определить отношением: 

),1()( ρρ
+

′
−=

V
VD                                        (5.20) 

где рыночная стоимость облигации V определяется формулой (5.6): 

.
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c
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−++++−+
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После несложных, но громоздких преобразований для дюрации 
облигаций получим: 

.
]1)1[(

1)(1
ρρ
ρρ

ρ
ρ

+−+
++−

−
+

= nc
cnD                                        (5.21) 

1) Из формулы (5.21) видно, что для бескупонной облигации (с = 0) 
ее дюрация равна сроку до погашения облигации D = n. 

2) Из формулы (5.20) видно, что относительные изменения 
рыночной цены облигации можно определить по приближенной формуле: 

,
1

ρ
ρ
∆

+
−≈

∆ ∆
V
V                                        (5.22) 

где ρ∆  - изменения доходности облигации к погашению. 
3) Если облигация продается по номинальной стоимости 

)1,( == KPV N , доходность к погашению равна купонной ставке и 
дюрация облигации определяется формулой: 

].)1(1[1 nD −+−
+

= ρ
ρ
ρ  

Определим зависимость дюрации облигации от ее параметров. На 
рис. 5.6 приведены графики зависимости дюрации облигаций от величины 
купонной ставки "с", рассчитанные по формуле (5.21) для двух значений 
срока до погашения облигации n = 4, n = 6 и для двух значений доходности 
к погашению 1,0=ρ  и 3,0=ρ . 

Из приведенных графиков видно, что увеличение купонной ставки и 
увеличение доходности облигации к погашению приводит к уменьшению 
дюрации. 
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Рис. 5.6. Графики зависимости дюрации облигаций  
от величины купонной ставки "с" 

 
На рис. 5.7 приведены графики зависимости дюрации облигаций от 

срока до их погашения "n" при различных значениях доходности к 
погашению "ρ" и купонной ставки доходности "с". Кривая 1 рассчитана 
для значений 1,0=ρ  и с = 0,2. Кривая 2 рассчитана для значений 2,0=ρ  и 
с = 0,1. Из формулы (5.21) и проведенных расчетов видно, что при 
увеличении срока до погашения облигации ∞→n  второе слагаемое в 
формуле (5.21) стремится к нулю, и дюрация облигации приближается к 

значению 
ρ
ρ+1 . 

 
Рис. 5.7. Графики зависимости дюрации облигаций от срока до их погашения "n" 
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При ρ<с  график зависимости дюрации при увеличении "n" вначале 
пересекает асимптоту, а затем асимптотически сверху приближается к ее 
значению. График зависимости дюрации )(nD  пересекает асимптоту в 
точке, когда второе слагаемое в формуле (5.21) равно нулю, т. е. при 

.1
c

n
−
+

=
ρ

ρ  

Таким образом, график зависимости )(nD  при ρ<с  имеет 
максимум, который может быть найден из условия равенства нулю 
производной .0/)( =dnndD  Приближенное значение "nо", при котором 
дюрация имеет максимальное значение при условии: 

,0
)1(

2
≈

+
−

т
с

ρ
ρ  

может быть записано в виде: 

.
)1ln(

11
ρρ

ρ
+

+
−
+

=
c

nо  

При 1,0=с  и 2,0=ρ  дюрация имеет максимальное значение при 
.48,17≈оn  

 
5.5. Выпуклость облигации 

 
Понятие выпуклости облигаций вводят в соответствии с понятием 

выпуклости графика зависимости рыночной стоимости облигации V от ее 
доходности к погашению ρ – формула (5.6) и рис. 5.1 

График функции V(ρ) является выпуклым вниз на некотором 
интервале, если вторая производная 0)( >′′ ρV  положительна. 

Выпуклость облигации определяют по формуле: 
2)1(

)(
)()( ρ

ρ
ρρ +

′′
=

V
Vw .                                (5.23) 

При вычислении второй производной удобнее воспользоваться 
формулой для V(ρ), аналогичной формуле (5.1): 
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1


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




+++= −
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−∑ n
n

k

k
N cPV ρρρ                         (5.24) 

После вычисления второй производной с учетом формулы (5.3) 
получим: 

,)1()1()1)(1()(
1

n
n

k

k

K
nnkk

K
cw −

=

− +
+

+++= ∑ ρρρ          (5.25) 

где с – купонная ставка облигации; 

NP
VK =  - курс облигации. 
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Проведем определение выпуклости облигаций на примере двух 
облигаций: бескупонной облигации номинальной стоимостью                

4169
1
=NP  руб. и сроком до погашения 28,41 =n  лет и облигации 

номинальной стоимостью 3000
2
=NP  руб. с купонной ставкой 08,0"" 2 =с  и 

сроком до погашения 52 =n  лет. 
В табл. 5.1 приведены результаты расчетов рыночной стоимости 

облигаций по формуле (5.24) для бескупонной облигации )(1 ρV  при 
0"" 1 =с  и для второй облигации )(2 ρV  при различных значениях 

доходности к погашению. 
Таблица 5.1 

Зависимость рыночной стоимости облигаций от доходности  
к погашению 

 

ρ 0,04 0,06 0,1 0,14 0,16 
V1(ρ) 3524,7 3248,8 2772 2379,5 2208,8 
V2(ρ) 3534,2 3252,7 2772 2382,0 2214,2 
∆V12 9,5 3,9 0 2,5 5,4 

 
Из приведенных расчетов видно, что при 1,0=ρ  рыночная стоимость 

обеих облигаций одинакова. Кроме того, дюрации этих облигаций также 
имеют одинаковые значения: 

.28,421 == DD  
Из таблицы также видно, что при изменении доходности к 

погашению как в меньшую 1,0<ρ , так и в большую сторону 1,0>ρ  
рыночная стоимость второй облигации оказывается больше, чем первой 

).()( 12 ρρ VV ≥  В последней строке  табл. 5.1 приведены значения разности 
).()( 1212 ρρ VVV −=∆  Из приведенных результатов следует, что вторая 

облигация является более выпуклой. Результаты расчетов выпуклости 
облигаций по формуле (5.25) дают следующие результаты: 

).()(
;32,24)1,0(;98,22)1,0(

21

21

ρρ
ρρ

ww
ww

<
====

 

Из приведенных расчетов следует, что вторая облигация (с купонной 
ставкой) оказывается предпочтительнее первой бескупонной облигации, 
так как при колебаниях доходности к погашению всегда выполняется 
соотношение  ).()( 12 ρρ VV ≥  

Введение понятия выпуклости облигации позволяет уточнить 
формулу (5.22). Более точно относительное изменение рыночной цены 
облигации при изменении доходности к погашению можно определить по 
формуле: 

.
2
1

1
2ρρ

ρ
∆⋅+∆

+
−=

∆ w∆
V
V                            (5.26) 
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Данная формула получается при разложении зависимости )(ρV  в ряд 
Тейлора с точностью до члена второго порядка малости .)( 2ρ∆  

 
5.6. Доходность портфеля облигаций 

 
При определении доходности портфеля облигаций исходят из суммы 

приведенных к некоторому моменту времени to потоков доходов от каждой 
входящей в портфель облигации. Предположим, что в портфель входит 
"М" облигаций различных видов ,1 Mm ÷=  при числе облигаций каждого 
вида, равном .mq  Облигации каждого вида имеют номинальную стоимость 

,NmP  срок до погашения облигаций Nm и купонные ставки сm. При такой 
постановке задачи суммарную рыночную стоимость портфеля облигаций 
можно определить по формуле: 

∑
=

Σ =
M

m
mmVqV

1
,                                          (5.27) 

где mV  - рыночная стоимость облигации m-го вида, рассчитываемая по 
формуле: 
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С другой стороны, портфель облигаций создает поток доходов, 
который можно характеризовать следующими параметрами: Si – 
суммарный доход от облигаций всех видов, поступающий в момент 
времени t = ti, и Σρ  - доходность портфеля облигаций. Приведенную 
стоимость данного потока платежей можно определить по формуле, 
аналогичной формуле (2.2): 

∑
= Σ+

=
max

1
,

)1(

N

i
i

i
o

ΣPV
ρ

                               (5.29) 

где Nmax – максимальный срок выплаты дохода по всем облигациям 
портфеля. 

Доходность портфеля облигаций Σρ  можно определить при условии 
,oPVV =Σ  т. е. из решения уравнения: 

∑ ∑
= =Σ

=
+

max

1 1
.

)1(

N

i

M

m
mmi

i VqΣ
ρ

                               (5.30) 

Значение доходности портфеля облигаций Σρ  может быть найдено 
решением уравнения (5.30) итерационными методами или на основе 
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метода линейной интерполяции между минимальным minρ  и 
максимальным maxρ  значениями доходности портфеля, ограничивающими 
интервал, в пределах которого находится искомое значение доходности 
портфеля облигаций Σρ . При использовании метода линейной 
интерполяции доходность портфеля может быть определена по формуле: 

),(
)()(

)(
minmax

maxmin

min
min ρρ

ρρ
ρρρ −
−

−
+= Σ

Σ PVPV
VPV              (5.31) 

где ΣV  - рыночная стоимость портфеля облигаций, определяемая по 
формулам (5.27) и (5.28); 

)( minρPV  и )( maxρPV  - приведенные стоимости потока платежей, 
определяемые по формуле (5.29) при применении в расчетах ставок 
доходности minρ  и maxρ  соответственно. 

Рассмотрим методику вычисления доходности на примере портфеля, 
состоящего из двух видов облигаций. 

 
Пример 5.2. Портфель облигаций состоит из двух видов облигаций 

со следующими характеристиками: 
− первая облигация 40001 =NP  руб.; С1 = 0,08, ,12,01 =ρ  31 =n  года; 

− вторая облигация 30002 =NP  руб.; С2 = 0,05, ,2,02 =ρ  42 =n  года. 
Определить доходность портфеля облигаций, если число облигаций 

первого и второго вида одинаково .21 qqq ==  
Решение: Определим рыночную стоимость облигации первого вида 

по формуле (5.28): 

7,3615)12,1(
12,0

)12,1(108,04000 3
3

1 =











+

−
= −

−
V  руб. 

Аналогично определяем рыночную стоимость облигации второго 
вида: 

1,1835)2,1(
2,0

)2,1(105,03000 4
3

2 =











+

−
= −

−
V  руб. 

Суммарная рыночная стоимость портфеля облигаций в соответствии 
с формулой (5.27) составит: 

8,5450)1,18357,3615()( 21 qqVVqV =+=+=Σ  руб. 
Вычислим суммарный поток платежей Si по облигациям первого и 

второго вида. В табл. 5.2 приведены размеры платежей по облигациям 
первого и второго вида и суммарный поток Si. 
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Таблица 5.2 
 

Вычисление суммарного потока платежей  
по двум облигациям, руб. 

 

Номер платежа 1 2 3 4 
Облигации первого вида q320 q320 q4320 - 
Облигации второго вида q150 q150 q150 q3150 
Суммарный поток платежей Si q470 q470 q4470 q3150 

 
Так как количество облигаций первого и второго вида одинаково, то 

уравнение (5.30) можно записать в виде: 

∑ ∑
=

Σ
=Σ

==
+

=
4

1

2

1
.

)1(
)(

i m
mi

i VVΣPV
ρ

ρ                           (5.32) 

Вычислим приведенную стоимость суммарного потока платежей при 
различных значениях Σρ : 

.
)1(

3150
)1(

4370
)1(

370
)1(

370)( 432
ΣΣΣΣ

Σ
+

+
+

+
+

+
+

=
ρρρρ

ρPV  

Результаты расчетов приведены в табл. 5.3. 
Таблица 5.3 

 

Результаты расчета приведенной стоимости суммарного потока 
 

ρ 0,14 0,15 0,15361 0,16 0,17 
PV(ρ) 5656,11 5504,2 5450,76 5457,92 5216,98 

 
Из табл. 5.3 видно, что равенство Σ=VPV )(ρ  выполняется при 

,15361,0≈Σρ  т. е. этим значением определяется доходность портфеля 
рассматриваемых облигаций. Вычислим значение Σρ  по формуле (5.31). 
Границы интервала, в котором находится Σρ , зададим следующими 
значениями: .17,0;14,0 maxmin == ρρ  После подстановки 
соответствующих численных значений в формулу (5.31) получим: 

.154,003,0
98,521611,5656
8,545011,565614,0 =⋅

−
−

+=Σρ  

На рис. 5.8 приведен график зависимости )(ρPV  и показана 
графическая иллюстрация определения Σρ  по уравнению (5.32) и по 
формуле (5.31). 
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Рис. 5.8. График зависимости )(ρPV  от доходности облигаций к погашению 

 
5.7. Средний срок поступления дохода портфеля облигаций 
 
Средний срок поступления дохода портфеля облигаций псрt  

находится как средняя взвешенная величина сроков поступления доходов 
при использовании в качестве весов недисконтированных величин 
доходов. Для портфеля, состоящего из М видов облигаций, формулу для 
среднего срока поступления дохода можно записать в виде: 

,
][

1

11

NmNmmm
M

m
m

n

i
NmnmNmmi

M

m
m

пср
PPcnq

PtPctq
t

m

+









+

=
∑

∑∑

=

==                            (5.33) 

где mq  - количество облигаций m-го вида; 
NmP  и mc  - соответственно номинальная стоимость и купонная ставка 

облигаций вида "m"; 
mn  - срок до погашения облигации m-го вида; 

it  - i-й срок поступления дохода портфеля облигаций, max1 ni ÷= ; 
maxn  - максимальный срок до погашения облигаций, входящих в 

портфель. 
Для портфеля, состоящего из двух видов облигаций 2=M , формула 

(5.33) упрощается: 
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++
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∑∑
==                 (5.34) 

Преобразуем первое и второе слагаемые числителя данной дроби и 
получим: 

,)1()1(
1 11

1

1

1111111
1

1
1

NcpN
i

n

i
ni

PсnqtсnPq
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+=+
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
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


+∑

=                 (5.35) 

где cpt1  - средний срок поступления дохода по облигациям первого вида, 
определяющийся дробью в левой части равенства (5.35): 

,)1()1(
1 22

2

2

22222
22

1
2

NicpiN

n

i
ni

PсnqtсnPq
сn

tсt
+=+

+

+∑
=                 (5.36) 

где cpt2  - средний срок поступления дохода по облигациям второго вида. 
С учетом формул (5.35) и (5.36) формулу (5.34) для среднего срока 

поступления дохода портфеля облигаций при М = 2 можно записать: 

.
)1(

)1(

1

1

m

m

Пcp

Nmm
M

m
m

Nmmm
M

m
mcp

Pсnq

Pсnqt
t

+

+
=

∑

∑

=

=                                    (5.37) 

Рассчитаем средний срок поступления дохода для портфеля 
облигаций, рассматриваемого в примере 5.2. 

По формуле (5.10) рассчитаем средний срок поступления дохода для 
облигаций первого  и второго вида: 

806,2
)108,03(2

32)13(308,0
1 ≈

+⋅
⋅++⋅

=cpt  года. 

75,3
)105,04(2

42)14(405,0
2 ≈

+⋅
⋅++⋅

=cpt  года. 

По формуле (5.37) рассчитываем средний срок поступления дохода 
от портфеля облигаций: 

203,33000
)105,04(4000)108,03(

3000)105,04(75,34000)108,03(806,2
≈

+⋅++⋅
+⋅++⋅

=cpП
t  года. 
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5.8. Дюрация и выпуклость портфеля облигаций 
 
Дюрация портфеля облигаций рассчитывается как средняя 

взвешенная продолжительность выплат доходов портфеля при усреднении 
сроков поступления доходов по весовым коэффициентам, 
определяющимся дисконтированными величинами доходов: 

,
)1(

1

11

m
M

m
m

n

i

i
mmi
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m
m

Vq

Rtq
D
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=

=

−

= 

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






+

=

ρ
                                   (5.38) 

где imR  - размер i-й выплаты по облигации m-го вида, max1 ni ÷= ; 

mρ  - доходность по облигациям m-го вида; 
mV  - рыночная стоимость облигаций вида "m". 
Проведя преобразования, аналогичные п. 5.4.2, формулу (5.38) 

можно записать в виде: 

,
1

1

1 ∑
∑

∑

=

=

= ==
M

m
mm

m
M

m
m

M

m
mmm

xD
Vq

VqD
DП                                    (5.39) 

где mD  - дюрация облигаций m-го вида; 

m
M

m
m

mm
m

Vq

Vqx
∑
=

=

1

 - стоимостная доля облигаций вида m. 

Рассчитаем дюрацию портфеля облигаций, рассматриваемого в 
примере 5.2. По формуле (5.21) рассчитаем дюрации облигаций первого D1 
и второго D2 вида: 

.771,2
12,0]1)12,01[(08,0

12,01)12,008,0(3
12,0
12,1

31 =
+−+

++−
==D   

.635,3
2,0]1)2,01[(05,0

2,01)2,005,0(4
2,0
2,1

42 =
+−+

++−
==D  

По формуле (5.39) определяем дюрацию портфеля облигаций 

.06,3
8,5450

1,1835635,37,3615771,2
=

⋅+⋅
=ПD   

При расчетах по формуле (5.38) для дюрации портфеля облигаций 
получим: 
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Результаты расчетов дюрации портфеля облигаций по формулам 
(5.39) и (5.28) подтверждают справедливость формулы (5.39). 

Выпуклость портфеля облигаций Пw , как и дюрация портфеля, 
определяется как средняя взвешенная величина выпуклостей облигаций, 
составляющих портфель с весами, пропорциональными рыночным 
стоимостям этих облигаций: 
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Рассчитаем выпуклость портфеля облигаций, рассматриваемых в 
примере 5.2. 

Выпуклость облигаций первого и второго вида рассчитываем по 
формуле (5.25): 

.
)1(

)1()1()1(
1

11

1
1

1
1

1
1

1
1

V
PnnkkC

V
P

w N
n

n

k

kN

ρ
ρ

+

+
+++−= ∑

=

−  

.8,10
)12,01(

43)12,01()1(08,0
7,3615

4000
3

3

1
1 ≈













+

⋅
+++= ∑

=

−

k

kkkw  

=












+

+
+++= ∑

=

−
2

2
2

)1(
)1()1()1( 22

1
2

2
2 n

n

k

kN nnkkC
V
P

w
ρ

ρ  

.6,17
)2,01(

54)2,01()1(05,0
1,1835

3000
4

4

1
≈













+

⋅
+++= ∑

=

−

k

kkk  

По формуле (5.40) определяем выпуклость портфеля облигаций: 

.1,13
8,5450

1,18356,177,36158,10
≈

⋅+⋅
=Пw  

 
5.9. Иммунизация портфеля облигаций 

 
Под иммунизацией портфеля облигаций понимается такое 

управление портфелем, которое обеспечивает более высокий уровень его 
доходности в течение некоторого интервала времени при изменении 
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рыночной процентной ставки как в меньшую, так и в большую сторону 
относительно первоначального значения .oρ  

Покажем возможность такого управления портфелем на примере 
бескупонных облигаций. Для этого сравним доходность двух портфелей. 
Предположим, что первый портфель состоит из облигаций номинальной 
стоимостью 1NP  со сроком до погашения In  лет. Рыночная стоимость 
данного портфеля и его дюрация будут равны: 

.;
)1(

II
I

I
I nD

P
V n

N =
+

=
ρ

                               (5.41) 

Второй портфель сформируем из двух облигаций с номинальными 
стоимостями 1NP  и 2NP  и сроками до погашения соответственно равными 

1t  и 2t  лет, которые будут удовлетворять неравенству: 
.21 tnt I <<  

Портфель, состоящий из этих двух облигаций, будем считать 
облигацией II. 

Текущая стоимость этого портфеля и его дюрацию можно 
определить по формулам: 
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                          (5.42) 

При приобретении портфелей I и II они должны быть эквивалентны, 
т. е. должны иметь одинаковые рыночные стоимости и дюрации: 





=
=

).()(
)()(
ρρ
ρρ

III

III

DD
VV

                                             (5.43) 

Из решения системы уравнений (5.43) определяются характеристики 
облигаций, составляющие портфель II, которые обеспечивают 
эквивалентность портфелей при некоторой доходности .oρ  На рис. 5.9 
приведены зависимости текущей рыночной стоимостей портфелей I и II в 
зависимости от доходности ,ρ  рассчитанные по данным примера 5.3. Из 
приведенных графиков видно, что кривая II текущей стоимости второго 
портфеля является более выпуклой, так как выполняется неравенство: 

)()( ρρ III VV >  при oρρ >  и .15,0=< oρρ                      (5.44) 
При 15,0== oρρ  обеспечивается равенство текущих стоимостей 

портфелей ).()( ρρ III VV =  Определим требования к срокам до погашения 
1t  и 2t  облигаций портфеля II. Для этого вычислим вторые производные 

от текущих доходностей первого и второго портфелей: 
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                         (5.45) 

Умножив и разделив данное выражение на )(ρIV , получим: 
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Аналогично для второго портфеля получим: 
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С учетом того, что отношения ;
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,21 ωω +  определяют стоимостную долю первой и второй облигаций в 
портфеле II, выражение (5.46) можно записать в виде: 
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Для выполнения неравенства (5.44) вторая производная (выпуклость) 
)(ρIIV ′′  должна быть больше, чем вторая производная ).(ρIV ′′  

).()( ρρ III VV ′′<′′                                             (5.48) 
С учетом условий (5.43) )()()( ρρρ VVV III ==  и 

)()()( ρρρ DDD III ==  и с учетом формул (5.45) и (5.47) неравенство (5.48) 
можно записать в виде: 
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Из условия равенства дюраций портфелей )()( ρρ III DD =  можно 

записать:  
.2211 ωω ttnI +<                                               (5.50) 

Подставляя данное равенство в формулу (5.49), получим: 
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Так как данное неравенство всегда соблюдается, из этого следует 
вывод, что для соблюдения неравенств (5.48) и (5.49) необходимо и 
достаточно выполнение условия (5.50) о равенстве дюраций первого I и 
второго II портфеля облигаций. 

Таким образом, для выполнения условия (5.43) достаточно 
потребовать, чтобы выполнялись условия: 
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                                              (5.51) 

Рассмотрим иммунизацию портфеля облигаций на примере. 
Пример 5.3. Сформировать портфель из четырехгодичной 41 =t  и 

восьмигодичной 82 =t  бескупонных облигаций, иммунизирующий 
портфель, состоящий из одной бескупонной пятигодичной облигации 
номинальной стоимостью 4000=

INP  руб. при доходности .15,0=oρ   
Решение: Определим номинальные и текущие стоимости облигаций 

портфеля II из решения системы уравнений (5.51), которая для данных 
условий будет иметь вид: 





=+
=+
.1

584

21

21
ωω
ωω

 

Из решения данной системы уравнений находим стоимостные доли 
1ω  и 2ω  облигаций портфеля II: 

.25,0;75,0 21 == ωω  
Определяем текущую стоимость облигаций портфеля I: 

.7,1988
)15,01(

4000
)1( 5

1 =
+

=
+

= −I
I n

NP
V

ρ
 

С учетом равенства III VV =  и стоимостных долей облигаций 1ω  и 2ω  
определяем текущие стоимости облигаций, входящих в портфель II: 

.2,49725,07,1988
5,149175,07,1988

22

11
=⋅=⋅=
=⋅=⋅=

ω
ω

II

II

VV
VV

 

Определяем номинальные стоимости этих облигаций: 

.9,1520)15,01(2,497)1(

7,2608)15,01(5,1491)1(
88

2

44
1

2

1

=+=+=

=+=+=

ρ

ρ

VP

VP

N

N
 

Результаты расчетов приведены также в табл. 5.4. 
Таблица 5.4 

 

ρ 0,03 0,07 0,11 0,15 0,19 0,23 0,27 
VI 3450,4 2851,9 2373,8 1988,7 1674,2 1420,8 1210,7 
VII 3518,4 2875,3 2378,4 1988,7 1679,1 1430,1 1227,5 
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Рис. 5.9. Зависимости текущей рыночной стоимости портфелей I и II  

от доходности ρ 
 
Рассчитаем зависимость текущей стоимость первого и второго 

портфеля облигаций от времени, прошедшего после их приобретения. 
Расчет данных зависимостей проводится по формулам: 

.
)1()1(

)(

)1(
)(

2
2

1
1

tn
N

tn
N

tn
N

PP
tV

P
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II
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−
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+
=

+
=
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Результаты расчетов приведены в табл. 5.5 и на рис. 5.10. 
Таблица 5.5 

 
 t 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 

ρ 
= 

0,
07

 VI 2851,9 2950,1 3051,6 3156,6 3265,2 3377,5 3493,7 3614,0 3738,3 

VII 2875,3 2974,3 3076,6 3182,5 3292,0 3405,2 3522,4 3643,6 3769,0 

∆V 23,4 24,2 25,0 25,9 26,8 27,7 28,7 29,6 30,7 

ρ 
= 

0,
3 VI 1077,3 1228,3 1400,5 1596,8 1820,7 2075,9 2366,9 2698,6 3076,9 

VII 1099,8 1254,0 1429,8 1630,2 1858,7 2119,3 2416,3 2755,0 3141,2 
∆V 22,5 25,7 29,3 33,4 38,0 43,4 49,4 56,4 64,3 
 
На рис. 5.10 приведена зависимость разности текущих стоимостей 

второго и первого портфеля облигаций (∆V = VII(t) - VI(t). Из расчетов 
видно, что при уменьшении и увеличении значений доходности облигаций 
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к погашению второй портфель облигаций имеет бóльшую текущую 
стоимость, чем первый. При увеличении времени 40 ≤≤ t  разница в 
текущих стоимостях облигаций портфеля II и I увеличивается. 

 
Рис. 5.10. Зависимость разности текущих стоимостей второго  

и первого портфеля облигаций 
 

Контрольные вопросы и задания 
 
1. Основные понятия и характеристики доходности облигаций. 
2. Понятие текущей стоимости облигаций, рыночной стоимости 

облигации, текущего курса облигации, текущей и средней доходности 
облигаций. 

3. Определить текущую стоимость бескупонной облигации 
номинальной стоимостью PN = 10000 руб. за 4 года до погашения при 
ставке дисконтирования i = 9 % годовых. 

4. Определить текущую стоимость облигации номинальной 
стоимостью 10000 руб. с купонной ставкой "с" = 10 % за 5 лет до 
погашения при ставке дисконтирования i = 8 % годовых. 

5. Определить текущий курс и текущую доходность облигации 
номинальной стоимостью PN = 20000 руб. и купонной ставкой дохода                
"с" = 9 %, если ее рыночная стоимость равна V = 18000 руб. 

6. Определить понятие текущей доходности облигации к погашению 
и ее связь с рыночной стоимостью облигации. 

7. Определить текущую доходность бескупонной облигации за три 
года до погашения n = 3,  если текущий курс облигации равен 0,8. 

8. Определить текущую (рыночную) стоимость облигации 
номинальной стоимостью PN = 40000 руб. с купонным доходом с = 10 % за 
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n = 4 года до ее погашения, если текущая доходность облигации равна                  
ρ = 8 %. 

9. Доходность облигации к погашению больше купонной ставки. 
Чему будет равен курс облигации (K < 1 и K > 1)? 

10. Чему будет равен средний срок поступления дохода бескупонной 
облигации номинальной стоимостью PN = 10000 руб. и сроком до 
погашения t = 4,5 года? 

11. Чему будет равен средний срок поступления дохода облигации с 
купонным доходом "с" = 11 % и сроком до ее погашения n = 4 года? 

12. Чему будет равен средний срок поступления дохода облигации 
при ежеквартальных выплатах купонного дохода по ставке с/r = 2,5 % при 
сроке до погашения облигации 3 года? 

13. Дюрация финансового потока, ее смысловое толкование и 
формула для ее вычисления. 

14. Вычислить дюрацию финансового потока: 
)}150;4();200;3();250;2();300;1();100;0{(=CF  

при ставке доходности i = 12 % годовых. 
15. Вычислить дюрацию облигации со сроком погашения n = 4 года, 

купонной ставкой с = 10 % и доходностью к погашению, равной ρ = 8 %. 
16. Чему равна дюрация бескупонной облигации? 
17. Определить относительное изменение рыночной стоимости 

облигации с доходностью к погашению ρ = 10 % и дюрацией D = 3,5 при 
относительном уменьшении доходности к погашению на 5 %. 

18. Чему будет равен текущий курс облигации, если доходность к 
погашению равна купонной ставке облигации? 

19. Вычислить значение дюрации облигации со сроком до погашения 
n = 4 года, если купонная ставка и доходность к погашению равны                  
с = ρ = 9 %. 

20. Пояснить понятие выпуклости облигации. 
21. Определить значение выпуклости облигации с купонной ставкой 

"с" = 9 %, сроком погашения n = 3 года, если текущий курс облигации 
равен K = 1. 

22. Определить относительное изменение рыночной стоимости 
облигации с учетом ее выпуклости, если срок до погашения облигации                
n = 3 года, купонная ставка дохода "с" = 0,1, доходность к погашению                  
ρ = 0,08, а текущий курс облигации равен K = 0,8, а относительное 

изменение доходности к погашению %.10%100 =⋅
∆
ρ
ρ  

23. Портфель облигаций состоит из двух видов облигаций со 
следующими характеристиками: 

1NP  = 3000 руб.; "с1" = 0,09; ρ1 = 0,11; n1 = 3 года 
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2NP = 4000 руб.; "с2" = 0,07; ρ2 = 0,2; n2 = 4 года. 
Количество облигаций первого и второго вида в портфеле 

соответственно равно .3;2 21 == qq  Определить суммарную рыночную 
стоимость портфеля облигаций. 

24. По условию задачи 23 определить доходность портфеля 
облигаций .Σρ  При расчетах принять ,16,0; minmaxmin =<< Σ ρρρρ  

.18,0max =ρ  
25. По условию задачи 23 определить средний срок поступления 

дохода портфеля облигаций. 
26. Для портфеля облигаций, приведенного в условии задачи 23, 

определить дюрацию портфеля облигаций. 
27. Определить выпуклость портфеля облигаций по условию задачи 

23. 
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